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LES TROIS LIVRES 

DE 

PORISMES D'EUCLIDE. 

BÉTABLIS pour la PREMIERE FOIS, d' APRES LA NOTICE ET 
LES LEMMES DE PAPPUS, ET CONFORMÉMENT AU SENTI- 
MENT DE R. SIMSON SUR LA FORME DES ÉNONCÉS DE CES 
PROPOSITIONS. 



INTRODUCTION. 



§ l. — Exposé historique. -—Premiers essais de divination de la doc- 
trine des Porismes. — Ouvrage de R. Simson. — Questions non trai- 
tées dans cet ouvrage. — Ge qu'il reste à faire pour rétablir les trois 
Livres d'Euclide. 

Parmi les ouvrages des mathématiciens grecs qui ne nous 
sont pas parvenus, aucun n'a plus excité les regrets et la 
curiosité des géomètres des siècles derniers que le Traité 
des Porismes d'Euclide. 

Cet ouvrage ne nous est connu que par la Notice qu'en a 
donnée Pappus dans le VIP Livre de ses Collectiofis ma- 
thématiques (i), et par une très-courte mention de Proclus 

(1) Pappus, mathématicien d'Alexandrie, florissait vers la fin du iv° siècle 
de notre ère. Ses Collections mathématiques en huit livres , dont malheureu- 
sement les deux premiers noua manquent, sont un ouvrage extrêmement 
précieux pour Vhistoire des mathématiques. Pappus y fait connaître des 
recherches sur toutes les parties de la géométrie, et même sur les machines 
dans le VllI® Livre, et fournit des notions sur beaucoup d'ouvrages dont 

I 
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dans son Commentaire sur le P^ Livre des Éléments 
d'Euclide. 

Mais ce qu'en dit le premier de ces auteurs, qui était lui- 
même un géomètre éminent et des plus compétents pour 
apprécier les œuvres de ses devanciers, a été biea propre, 
indépendamment du nom d'Euclide, à faire naître ces re- 
grets des Modernes et leur désir de retrouver ou de parve- 
nir à rétablir un ouvrage si précieux : car, selon Pappus, 
« cet ouvrage renfermait une ample collection de propo- 
» si lions d'une conception ingénieuse et d'un très-utile se- 
» cours pour la résolution des problèmes les plus diffi- 
» ciles. » 

Aussi Montucla, dont nous nous bornerons à citer ici le 
jugement, a-l-il pensé que ce Traité des Porismes était 
« le plus profond de tous les ouvrages d'Euclide et celui 
» qui lui ferait le plus d'honneur s'il nous était par- 
» venu » (i). 

La Notice de Pappus, uo des fragments les plus intéres- 
sants qui nous soient restés des mathématiques grecques, 
renferme deux définitions de ce genre particulier de pro- 
positions appelées Porismes par Euclide, et une trentaine 
d'énoncés qui s'y rapportent ; mais le tout en termes concis 
»et obscurs, dont les géomètres, à diverses époques depuis 



nous ignorerions, sans cela, même les titres et les noms des auteurs. On doit 
à Coramandin (i5o9^i575), savant géomètre et commentateur intelligent, 
une traduction de ces Collections mathématiques qui parut après sa mort sous 
le titre t Pappi Alexandrini Hathematiece Collectiones a Federico Commandino 
Vrbinate in Latinum conversœ, et Commentariis illustraiœ. Pisauri, i588, in- 
folio. — Ësedem. In hacnostra cditione ah irinumeris, quihus scatebant mendis, 
et prœcipuè in Grœco contextu diligenter vindicatœ. Bononise, 1660, in-folio. 
Plusieurs géomètres s'étaient proposé, à diverses époques, d'éditer le 
texte mém« de cet ouvrage, un des plus importants, incontestablement, qui 
nous soit parvenu des Grecs. Il est bien à regretter que leurs projets aient 
échoué. Aucune entreprise ne saurait être plus digne dès encouragements 
-destinés aux publications sctentiniques. 
- (1) Histoire des Mathématiques, t. I, p. 21 5. 



(3) 
la Renaissance, ont vainement cherché à pénétrer le sens. 

Cependant Albert Girard, savant géomètre des premiers 
temps du xvii® siècle, avait fait espérer qu'il rétablirait 
ces Porismes, dont il parle dans deux endroits différents de 
ses œuvres (i); mais ce travail n'a peut-être pas été ter- 
miné; du moins il ne nous est pas parvenu, et Ton ne peut 
préjuger jusqu'à quel point Tauteur avait entrevu la pen- 
sée d'Euclide. 

Vers le même temps Fermât s'est occupé du même sujet , 
bien digne de fixer l'attention d'un esprit'aussi pénétrant. 
Dans un écrit très -succinct, intitulé : Ponsmatum Eucli- 
dœorum Renoy^aia Doctrina et sub forma isagoges receji- 
tioribus Geometris exhibita, il dit que si plusieurs auteurs, 



(i) Voici quels sont ces deux passages d'Albert Girard : i^ Dans son petit 
Traité de Trigonométrie se trouve un chapitre des polygones rectilignes y où 
l'auteur, après avoir énuméré les formes différentes que peut avoir un que- 
drangle, un pentagone, un hexagone, ajoute : « Le tout, quand il n'y a 
» que deux lignes qui passent par un poînct, comme jadis estoyent les Po- 
» rismes d^uclides, qui sont perduz, lesquelz j'espère de mettre bien tost en 
M lumière, les ayant restituez il y a quelques années en ça. » ( Tables des 
sinus, tangentes et sécantes^ selon le Raid de looooo parties. Avec un traicté 
succinct delà Trigonométrie tant des triangles plans, que sphéricques, etc. ^ par 
Albert Girard, samielois. La Haye, 1626, in-24)î 2® Dans le Traité de Vart 
pondêraire ou de la statique de Stevin, à la suite de la proposition rela- 
tive au centre de gravité du triangle, dans laquelle l'auteur fait usage du 
théorème de Ptolémée sur le triangle coupé par une transversale, Albert 
Girard ajoute ce qui suit : « Geluy qui n'entend pas ceste manière de de*- 
» monstration doit récotirir premièrement au lieu cité de Ptolémée, puis à 
» l'Arithmétique du présent autheur vers la fin touchant l'addition et sous- 
» traction des raisons. Les Anciens, comme Archimedes, Euclides, Àppollonc 
» Pergâe, Eutocius Ascalonile, Pappus Alexandrin, etc. y ont leurs livres rem- 
» plis de l'égalité d'une raison a deux autres, excepté que ce qu'en a 
n escrit Euclides es Elemens vulgaires est assez rare , comme en la 28 
a proposition du sixiesme livre, et en la 5 proposition du buitlesme 
I» livre. Mais il est à estimer qu'il en a plus escrit en ses trots livres de Poris- 
t) mes qui sont perdus, lesquels. Dieu aidant, j'espère de mettre en lumière, les 
» axant inventez de nouveau. » (V. Les Œuvres mathématiques de Simon Stevin 
de Bruges^ etc. Le tout reveu, corrigé et augmenté par Albert Girard, samielois, 
Mathématicien. Leyde, 1634» in-folio.) 

I. 
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^iète notamment, « ce géomètre plein de génie et qui n'a 
pas encore été assez loué », ont rétabli avec succès quelques 
ouvrages des Anciens^ néanmoins on ignore encore et Ton 
n'a pas même soupçonné ce qu'étaient les Porismes. Il 
donne ensuite cinq exemples de Porismes^ et il exprime sa 
pensée sur le genre des propositions ainsi nommées par 
Euclide, qu'il croit avoir été des propositions de Lieux (i). 
Il ajoute que, si cet aperçu est goûté des savants, il réta- 
blira un jour les trois livres perdus; qu'il ira même au 
delà du géomètre grec, et fera connaître dans les sections 
coniques et dans quelques autres courbes, des Porismes ad- 
mirables et pourtant encore ignorés. Ailleurs il semble dire 
qu'il a rétabli l'ouvrage d'Euclîde. Toutefois, sans examiner 
ici les propositions données par Fermât comme exemples 
de Porismes, lesquelles ne paraissent pas présenter un carac- 
tère spécial bien déterminé qui les distingue nettement des 
propositions locales ordinaires, il faut remarquer que, 
hormis une ou deux peut-être, elles ne peuvent se rappor- 
ter aux propositions d'Euclide indiquées par Pappus (Tune 
d'elles même concerne la parabole). On peut inférer de là 
que c'était seulement sur la nature et l'objet du livre d'Eu- 
clide, c'est-à-dire sur la doctrine même des Porismes, que 
Fermât était parvenu à fixer ses idées,, à un certain point 
de vue, mais qu'il n'avait pas rétabli les propositions qUe 
peuvent comporter les énoncés de Pappus. 

Quelque temps après, Boulliau (2) et Renaldini (3) pa- 
raissent avoir aussi entrepris cette divination. Mais ils se 



(j) « Gum autem ut jam diximas Porismata ipsa sint loci... » ( Varia opéra 
mathematicaf etc., p. 119.) 

(3) Exercitationes geometricof très: i® circa demonstrationes per inscriptas 
et circumscriptas jiguras ; 2^ circa conic arum sectionum quûsdam propositiones; 
3® da Perismatibus. Parisiis, 1667 ; in-/}**. 

(3) De. résolu Uone et coniposilione mathematicà, libri duo, Patavii, 1668; 
in-fol. 



(5) 
soiit bornés à de simples réflexions qui n'ont répandu au- 
cune lumière sur la question elle-même. 

Il- y a lieu de penser que la plupart des géomètres qui 
ont rétabli quelques-uns des autres ouvrages grecs sur les- 
quels Pappus a laissé des Lemmes, que Snellius et Viète (i) 
notamment, n'avaient point négligé de porter leur atten- 
tion sur le Traité des Porismes, de préférence même à tout 
autre, a raison de la grande supériorité de cet ouvrage, pro- 
clamée par Pappus, et des secours qu'il devait procurer dans 
toutes les investigations géométriques. 

Le célèbre astronome Halley, très- versé dans la connais- 
sance de la géométrie des Grecs, traduisît de Farabe, comme 
on sait, le Traité de la Section de raison, et rétablit celui 
de la Section de Vespace et le VHP livre des Coniques 
d'Apollonius. L'énigme des Porismes devait naturellement 
lui offrir de l'attrait. On lui doit d'avoir mis au jour le 
texte grec qui s'y rapporte , resté jusqu'alors manuscrit 
comme tout l'ouvrage de Pappus, au grand regret des géo- 
mètres, qui n'en connaissaient que la version latine de 
Commandîn. Halley a joint à ce texte, inséré dans son édi- 
tion de la Section de raison et de la Section de t espace y 
une traduction latine \ mais sans commentaire ni aucun 
éclaircissement; car il ccmfesse ne rien comprendre à ce 
texte des Porismes, « rendu inintelligible, tant parla perte 
» d'une figure à laquelle Pappus renvoie, que par quelques 
» omissions on autres altérations qui affectent une certaine 
» proposition générale; d'autant plus, ajoute-t-il , que 
)) le style de l'auteur, outre ces défauts, a celui d^étre 



(i) Viète a rétabli sous le titre d^ Apollonius Gallus le Traité des contacts 
des cercles d*Apollonîus, et Snellius le traité de la Section déterminée sous 
le titre à^ Apollonius Batavus ( Lugodini, 1608, in-/|^), et'iesdeux traités de 
la Section de raison et de la Section de l'espace (ihid., 1607). Pascal avait été 
au delà de Viète dans un ouvrage quMl intitulait: Pronwtusr Apollonius Gallus, 
qui ne nous est pas parvenu. 
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» beaucoup trop serré pour un sujet au,ssi difficile ^ (i)' 
Il était réservé à son savant compatriote R. Simson, pro- 
fesseur de mathématiques à l'Académie de Glasgow, de pé- 
nétrer ce mystère qui résistait à tant d^efforts. Les premiers 
essais heureux de ce géomètre, après de longues et persé- 
vérantes tentatives, datent de 1720. C'était Texplication de 
trois propositions, les seules, parmi une trentaine d'énoncés 
divers, que Pappus ait décrites en termes suffisamment 
complets. La première concerne un système de quatre 
droites; la seconde, qui est la même, .étendue à un nombre 
quelconque de droites, est la proposition générale dont 
parle Halley ; et la troisième, relativjp eacore à des droi- 
tes, est d'un genre différent. 

Maintenant que le sens précis des trois propositions 
nous est connu, le texte de Pappus peut paraître sufiEisam- 
ment explicite , nonobstant sa concision ; mais assurément 
il présentait alors de grandes difficultés. 

Aussi l'explication de Simson fut une découverte inat- 
tendue. Communiquée par l'auteur à Maclaurin et bientôt 
après à la Société Royale de Londres, et insérée dans les 
Transactions philosophiques de mai 1723 {2), elle attira 
l'attention des géomètres et par sa nouveauté et par son im- 
portance. 

Les efforts persévérants de Simson lui ayant faitlfaîre de 

(i) « Hactenus Porismatum descriptio nec mihi nec lectori profutura, 
» neque aliter fieri potuit : tam ob defecturn schematîs cujus fit mentio ; 
n unde rectse satis multse, de quibus hic agitur, absque notis alphabeticis, 
» ullove alîo distinction is charactere inter se confunduntur : qoam ob 
» omissa qusedam et transposita, vel aliter Yitiata, in propositionis genera- 
i> lis éxpositione; unde quid sibi velit Pappus haud mihi datum est conji- 
» cere, Hisce adde dictionis modum nimis contractum, ac in re difficili, 
n qualis base est» minime usurpandum. » {ApolUtnii Pergai de Sectione ra^ 
lionist,.. p. xxxvii.) 

(3) Pappi Alexandrini Propositiones duse générales, quibus plura ex 
Ëuclidis Porismatis complexus est, Restitutae à Viro Doctissimo Rob. Sim- 
son, Math. Prof. Glasc. 



(7) _ 
nouveaux pas dans la voie qu'il ouvrait si heureusement par 
uu résultat partiel, mais inccmtesté et d'autant plus pré-« 
eieux;, il parvint à fixer son opinion sur la doctrine des 
Porismes, et il la développa dans Touvrage intitulé: De 
Porismatibus tractatus; qiu> doctrinam Porismaium saUs 
expUcatam^ et in posterwn ab obliuione tutantfore sperat 
jiuctor. Mais cet ouvrage ne parut que beaucoup plus tard, 
en 17 76,* huit ans après la mort de rauleur. Il fait partie 
d'un volume publié aux frais de lord Stanhope et par les 
soins de J. Clow, professeur de philosophie à TÂcadémie 
de Glasgow, à qui Simson avait légué ses papiers , voluihe 
dans lequel se trouvent aussi la divination des deux livres 
de la Section déterminée d'Apollonius, et quelques autre» 
ouvrages de Simson restés jusqu'alors inédits comme celui 
des Porismes (i). Le traité de Lieux plans d'Apollonius, ré- 
tabli aussi par cet habile interprète des Anciens, avait para 
en 17499 du vivant de Fauteur (2). 

C'est surbout la divination des Porismes qui a fait à juste 
titre la célébrité de Simson dans l'histoire des mathéma- 
tiques. 

Cependant, si Ton considère que le rétablissement de 
l'ouvrage d'Euclide embrassait deux questions difleren tes ;. 
qu'il s'agissait de découvrir, premièrement ce qu'était cette 
doctrine des Porismes ignorée des Modernes, et seconde- 
ment ce qu'étaient ces propositions si nombreuses [cent 



1 

(i) Roherti Simson, matheseos nuper in Academia Glasguensi pro/essoris. 
Opéra quœdam reliqua, GlasgusB, 1776; in-4"- 

(2) ApoUonU Pergaii Loeorum planorum lihri //, restUuti a Boberto Simson. 
Glafiguœ, i749;m>-4^. 

On sait que Fermât et Schooten avaient déjà rétabli ce Traité des Lieux 
pUnSf ou du moins démontré, le premier par la simple géométrie, et le 
sticoud par le caleiU algébrique de Descartes, les nombreuse» propositions de 
Lieux rapportées par Pappus. Simson s'est proposé, en revenant sur ce 
sujet, d'imiter dans ses démonstrations lo style géométrique des Anciens,, 
négligé par Schofiten surtout. 



(8) . 
soixante et onze)^ qui formaient les trois livres de Porismes 
d'Euclide, il faut reconnaitre que c'est la première seule-* 
ment de ces deux questions que Sîmson a résolue , mais qu'il 
n'a pas été beaucoup au delà, et qu'il a laissé à d'autres le 
soin de rétablir l'ouvrage d'Euclide. Car sur vingt-neuf énon- 
cés transmis par Pappus dans un style concis et énigmati- 
que, et qui résument les nombreuses propositions d'Eu- 
clide, Simson n'a donné que dix Porismes répondant à sept 
seulement de ces énoncés. Il a donc laissé intacts vingt-deux 
énoncés, en exprimant même la pensée qu'il serait fort diffi- 
cile de les rétablir ( i ) . 

Ces dix propositions, dont six concernent des figures 
rectilignes et les quatre autres le cercle , ne pouvaient suf- 
fire pour faire connaître le caractère général des Porismes 
d'Euclide. 

En outre , R. Simson n'a pas recherché quelle avait pu 
être la pensée qui a dirigé le géomètre grec dans sa concep- 
tion originale^ il n'a pas fait voir non plus comment cette 
doctrine des Porismes devait être si utile, nécessaire même 
pour la résolution des problèmes, comme le dit Pappus, 
et quels rapports elle pouvait avoir av«c les propositions 
et les méthodes modernes , qui , ainsi que je le dirai plus 
tard, l'ont suppléée à notre insu. 

Depuis , bien que la plupart des géomètres qui ont écrit 
sur les Porismes aient approuvé la divination de Simson,^ 
en y reconnaissant la pensée d'Euclide sur la forme propre 
à ce genre de propositions (2), néanmoins ils ne Tout pas 



(i) « I meah those of the first foook, for as to those of the two others, 
M excepting what may be incluJed in the second of the above-mentioned 
» Propositions, I believe it will be extremeJjr difjhultfor anjr body to restore 
» them. » (Lettre adressée au docteur Jurin, secrétaire de la Société Royale, 
le i**^ février 1723. V. Account of the Life and Writings ofR. Simson, by the 
Rev. William Trail, i8ia; in.4", p. 21.) 

(2) Mathieu StewartyHutton, Playfair, Wallace, mylordBrougham, Lhuil- 
lier, J. Leslie, Davies, etc.— Outre le Mémoire inséré dans le volume dei79B 
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I 

complétée, ou plutôt on ne voit point qu'ils y aient fait de 
nouveaux pas, ni en produisant quelques Porîsmes qui 
répondissent à d'autres énoncés de Pappus, ni en émettant 
quelques vues, soit sur le caractère général des proposi- 
tions qui ont dû entrer dans le Traité d'Euclide, soit sur le 
genre'd'utilité de cet ouvrage et les points de contact qu'il 
aurail avec nos théories et nos méthodes actuelles. 

R. Simson et ses successeurs (i) sont donc loin d'avoir 



des Philosophical Transactions de la Société Royale de Londres, sous le titre : 
General Theorems, chiejkr Porisms, in the higher Geometry, par lord Broug- 
ham, on peut consulter surtout les développements sur la Géométrie des 
Grecs et en particulier sur la doctrine des Porismes, dans lesquels l'illustre 
savant est entré en faisant la biographie de Simson (V. Lives of Philosophers 
of the time qf George III. By Henry, Lord Brougham, F. 'R. S., member of 
the Institute of France, etc. ) 

(i) Nous n'entendons parler ici que des ouvrages antérieurs à i835, époque 
à laquelle nous étions fixé sur cette question des Porismes et nous avions 
préparé le présent travail, comme on le voit dans une Note de VÂperçu 
histonifue, qui en contient une analyse (p. 274-284). Nous ne faisons donc 
aucunement allusion à divers écrits qui ont paru dans ces dernières années, 
à ceux notamment qui ont donné lieu à une polémique qui so continue en- 
core. 

D'ailleurs, en parlant des successeurs de Simson, nous n'entendons que 
ceux qui ont embrassé ses vues et sa doctrine, et il arrive, si je ne me trompe, 
que les auteurs des recherches les plus récentes, quoique différant entre eux 
de sentiment sur la question, se sont accordés à se prononcer contre le sys- 
tème de Simson. 

Ces recherches, quels que spient le mérite et l'utilité qui s'y rattachent, 
n'ont pas po'ar objet, en fait du moins, de rétablir l'ouvrage d'Euclide : leurs 
auteurs paraissent s'y être proposé principalement de parvenir à une traduc- 
tion du texte de Pappus plus satisfaisante que celles de Commandin , de 
Halley et de R. Simson, pour en tirer la signification du mot Porisme et le 
caractère propre des propositions ainsi nommées par Euclide. 

Mais on ne peut se dissimuler que ce travail n'est qu'une partie de celui 
que comporte et exige le rétablissement de l'ouvrage même d'Euclide, et 
qu'il demande à être complété par de nombreux exemples de Porismes et 
par un ensemble de propositions répondant aux énoncés de Pappus. 

Or c'est précisément ce recueil de propositions qui a toujours fait les dlf^ 
ficultés du sujet depuis la divination de Simson. Cependant ee travail est 
nécessaire, on peut dire indispensable, non pas seulement aux yeux des 
géomètres qui se proposeraient le rétablissement des trois livres de Porismes 



( lO ) 

dissipe toute Pobacurîté qui enveloppait cette grande 
éuigme. Peut-être pourrons-nous dire plus loin la nature des 
difficultés qui s'opposaient à rintelligence des énoncés de 
Pappus et au rétaUissement des propositians d^Euclide. 

§ n. — Recherches eonsigiiées dans \ Aperçu historique, — Rétablis- 
sement des Pofismes que comportent les énoncés de Pappus. — 
Caractère général de ces propositions. ■— Leur analogie avec les théo- 
ries qui forment les bases de la Géométrie moderne. 

Ayant du présenter une analyse de l'ouvrage de Pappus, 
surtout des nombreux Lemmes relatifs aux Porismes d'Eu- 
clide, dans V aperçu- historique^ où je traitais de l'origine 
et du développement de^ Méthodes en Géométrie ^ j'ai été 
conduit à m'occuper, après tant d'autres géomètres , de la 
question des Porismes. L'intérêt du sujet m'a entraîné 
souvent dans des recherches plus prolongées que je ne 
Faurais voulu, excité par le désir de parvenir à porter un 
jugement sur le travail de Simson, et même à donner 
suite, s'il m'était possible, à cette divination qui parais- 
sait comporter plusieurs questions essentielles, indépen- 



d'Euclide) comme on a rétabli plusieurs autre» ouvrages de: l'antiquité, mais 
même aussi au point de yue plus restreint de ceux qui s'attachent principa- 
lement à interpréter le texte de Pappus, et à y chercher le bot et les bases 
de cette doctrine des Porismes. 

Car, quel que soit le système que l'on adopte, on ne peut se dispenser, 
dans un travail de cette nature, d'en yérifier et d'en démontrer la justesse t 
ce qu'on ne fera qu'en soumettant ce système à l'expérience pratique. Et ici 
cette expérience consiste à former, comme nous venon» de le dire, un 
ensemble systématique de propositions, distinctes à certains égards des 
théorèmes et des problèmes, et répondant aux énoncés énigmatiques de Pap- 
pus et ai»x paroles de ce géomètre sur Timportaiice et Tuttlité de l'ouvrage 
d'Euclide. 

Telle est la véritable question des Porismes. C/est pourquoi diverses tenta- 
tives qui ne se sont pas complétées, en quelque sorte pratiquement, comme 
celles de BouUiaa, de Renaldini, etc., sont restées infructueuses et ont laissé 
la question dans le même état. 
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dammenl du rétablissement Je Touvrage lui-même, comme 
je viens de le dire. 

On avait remarqué dans les Lemmes de Pappus certaines 
traces de la théorie des transversales^ telles que quelques 
propriétés relatives au rapport harmonique de quatre 
points et une relation d'involution dans le quadrilatère 
coupé par une droite (i). 

Un nouvel examen de ces Lemmas m'y a fait reconnaître 
une autre proposition , plus bumble en apparence peut- 
être, et qui , par cette raison sans doute , avait échappé aux 
investigations antérieures, quoique, en réalité, elle ait 
une bien plus grande importance que toutes les autres. Il 
s'agit, en effet, de la propriété projective du rapport an» 
harmonique de quatre points ^ qui se trouve démontrée 
dans six Lemmes différents (2) et dont, en outre, Pappus 
fait usage pour la démonstration de plusieurs autres 
Lemmes. 

Ces circonstances , bien propres à fixer toute mon atten* 
tion, pouvaient m' autoriser à penser que les propositions 
d'Euclide étaient de celles auxquelles conduisent naturelle* 
ment les développements et les applications de la notion du 
rapport anharmonique ^ devenue fondamentale dans la 
• géométrie moderne (3). 

Parmi ces développements se présente en première ligne 
la théorie des divisions homo graphiques formées sur deux 
droites ou sur une seule, dont le caractère propre consiste 



(1) PoDoelet» Propriétés projectives des figures y p. xxxvi, xui; 17, 83, 9a. 

(2) Lemmes HI, X, XI, XIV, XVI et XIX. (Propositions 139, i36, 137, 140, 
142 et 145). — Aperçu historique, p. 33. — Traité de Géométrie supérieure,!^, xxir 

(3) « Après avoir reconnu que la plupart des Lemmes de Pappus qui pa- 
ît raissent se rapporter au premier livre des Porismes d'Euclide pouvaient 

M se déduire de la proposition , nous avons pensé que cetle proposition 

* pourrait bien aussi être la clef de tout ce premier livre de Porismes et 
M conduire à une interprétation des énoncés que Pappus nous a laissés. * 
{Aperçu historique^ p. 39.) 

« 
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en ce que le rapport anharmonùfue de quatre points d'une 
division est égal à celui des quatre points correspondants 
de Tautre division : ce qu'on exprime par des équations à 
deux, k trois et à quatre termes (i). 

Or, ces équations une foi s connues, on ne pouvait manquer 
de s'apercevoir que la plupart des énoncés de Pappùs con- 
stituent des relations de segments telles que celles qui se 
déduisent de ces équations mêmes. Remarque importante, 
car elle devait faire espérer que ce pourrait être cette 
théorie fort simple des dwisions homo graphiques qui don- 
nerait enfin la clef des nombreux Porismes énoncés par 
Pappus et dont la signification avait résisté aux efforts de 
tant de géomètres et de Simson lui-même. 

Et en effet, ce point de départ dans mes essais de divina- 
tion m'a conduit assez aisément au rétablissement de la 
plupart des énoncés de Pappus , c'est-à-dire , à des propo* 
sitions, souvent très -multiples, qui satisfont aux conditions 
exprimées par ces énoncés concis et énigmatiques. J'ai pu 
annoncer ce résultat dans Y j4 perçu historique (2), me bor- 
nant alors à faire connaître deux Porismes très-généraux, 
dont l'un notamment suffit pour embrasser dans ses nom- 
breux corollaires une grande partie des énoncés en ques- 
tion (3). 

Je reprends aujourd'hui ce travail. Le long retard qu'il 



(1) Géométrie supérieure» p. 81-101. — Aperçu hist.f p. 281. 

(2) » En prenant pour point de départ et pour base notre manière de con- 
» cevoir la doctrine des Porismes, nous avons obtenu assez naturellement 
» une interprétation des a4énoncés de Porismes que n'a pas rétabli^ Simson. » 
{Aperçu hisLf p. 279.) 

(3) « Les limites dans lesquelles nous devons nous renfermer ne nous 
M permettent pas d'énoncer ici les Porismes que nous avons trouvés comme 
» répondant au texte de Pappus. Mais nous allons donner deux proposi- 
» tions très-générales qui nous ont paru comprendre dans leurs noQibreux co- 
« rollaircs les i5 énoncés de Pappus appartenant au premier livre des Po- 
) rismes d'Euclide. (Aperçu hist.y p. 279.) 
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éprouve, du pi iiicipaleuient à d'autres occupations, s'ex- 
plique encore par la nature même du sujet. Car il fallait 
donner d'abord aux trois théories du rapport anharmo- 
nique ^ des divisions homo graphiques et de Vins^olution 
les développeçients dont étaient susceptibles les germes 
qui s'en trouvent dans les Lemmes de Pappus. C'est ce que 
j*ai cherché à faire dans le Traité de Géoméfrie supérieure,, 
ouvrage dont ces théories mêmes forment les bases. 

On ne verra peut-être pas' sans étonnement que l'ou- 
vrage si célèbre d'Euclide, dont une si profonde obscurité 
cachait la forme, le contenu, le caractère général et le but, 
non moins que les points de contact qu'il pouvait avoir avec 
nos méthodes actuelles, renfermait précisément les germes 
de ces méthodes elles-mêmes et plusieurs des propositions 
qui en forment les applications les plus immédiates et les 
plus naturelles. 

Il fallait, pour être à même de soupçonner ce caractère 
spécial de l'ouvrage grec et rétablir les nombreuses propo- 
sitions qu'il renfermait, connaître préalablement toutes 
les conséquences de la notion du rapport anJiarmonique et 
les équations diverses qui servent à les exprimer, comme je 
l'ai dit dans V Aperçu historique (i). 

C'est ce qui explique, je crois, comment il a paru tou- 
jours si difficile jusqu'à ces derniers temps, je pourrais dire 
presque impossible, de donner uine interprétation de la 
plus grande partie des énoncés de Porismes laissés par 
Pappus, puisque la plupart des propositions qui satisfont à 
ces énoncés se rapportent à un genre de relations qui , sauf 
quelques cas les plus simples, n'étaient pas encore entrées 
dans la géométrie moderne, et qui chez les Anciens ne se 

m\ ■ Il 1 ■ ■ I I I ■ I I I % % ^ ■ ■ Il , 

( 

(i) « Oiacune de ces équations peut se transformer de différentes ma- 
I) nières en d'autres qui auront deux, trois ou quatre termes. Plusieurs de 
» ces transformations sont nécessaires pour donner Tintcrprétation des 
n Porismes du premier livre d'Euclide. » {Aperçu hist,, p. 281.) 
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sont peut-être rencontrées que dans Touvrage perdu d'Eu- 
clide. 

Ce caractère du Traité des Porismes semble bien propre 
à justifier pleinement les paroles de Pappus qui proclame 
le mérite émineut de cet ouvrage, recueil ingénieux de pro« 
positions fécondes, indispensable à tous ceux qui veulent se 
livrer aux recherches mathématiques. 

On reconnaît encore combien les géomètres, sur la foi de 
Pappus, ont eu raison de déplorer la perte de cet ouvrage, 
et combien cette perte a été préjudiciable aux progrès des 
mathématiques. Car si ce livre des Porismes nous fût par- 
venu, il eut donné lieu depuis longtemps à la conception et 
au développement des théories élémentaires du rapport art'- 
harmonique^ des divisions homo graphiques et de Yinvolu^ 
tion^ et Ton ne doutera pas que ces théories ne fussent entrées 
sans hésitation ni objections, avec Tautoriié due au nom 
d'Euclide, dans les ouvrages destinés à renseignement, 
comme formant les bases naturelles de la géométrie générale. 

§ III. — Texte de Pappus relatif aux Porismes. 

« Après les Contacts sont les Porismes d'Euclide, en 
trois livnes, collection ingénieuse d'une foule de choses qui 
servent à la solution des problèmes les plus difficiles, et 
que la nature fournit avec une inépuisable variété. 

)) Il n'a rien été ajouté à cet ouvrage d'Euclide, si ce 
n'est que depuis quelques géomètres peu expérimentés 
ont donné de nouvelles rédactions de quelques-uns de ces 
Porismes. Bien que chacune de ces propositions soit suscep- 
tible d'un certain nombre de démonstrations, comme nous 
le faisons voir, Eucliden'en donne qu'une, qui est toujours 
la plus claire. 

» Les Porismes renferment une doctrine subtile, mais 
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naturelle et nécessaire, surtout très-générale el d'une étude 
très-agréable à ceux qui savent voir et trouver. 

» Les diverses espèces de ces Porismes ne sont, ni des 
théorèmes, ni des problèmes, mais sont, en quelque sorfee, 
d'une forme intermédiaire •, de façon qu'on peut les pré- 
senter comme des théorèmes ou comnie des problèmes. 

)) Il est résulté de làqae, paimi beaucoup de géomètres, les 
uns les regardent comme des théorèmes, et d'autres comme 
des problèmes, n'ayant égard qu'à la forme des énoncés. 

» Mais les définitions données par les Anciens prouvent 
qu'ils ont mieux compris les différences qui existent entre 
ces trois genres de propositions. Ils disaient, en effet, que : 

» Le Théorèm>e est une proposition où Ton demande de 
démontrer ce qui est proposé. 

» Le Problème est une proposition où l'on demande de 
construire ce qui est proposé. 

» Le Porisme est une proposition où Ton demande de 
trouver ce qui est proposé (i). 

M Cette définition des Porismes a été changée par des 
géomètres modernes qui, ne pouvant pas tout trouver, mais 
conservant les éléments de cette doctrine, se contentèrent 



(i) Nous exprimerons les termes iropififioç et TtopiÇ^o) dontPap|>us fait usage 
par le mot trouver, parce que ce mot, que nous aurons à employer fort 
souvent, est consacré presque exclusivement dans les recherches mathé- 
matiques, quelles que puissent être les nuances qui aient lieu dans la nature 
des questions. Toutefois les expressions, acquérir, se procurer rendraient 
mieux ici l'intention précise de Pappus. En effet, il ne s'agit pas dans les 
Porismes de trouver une chose absolument inconnue comme dans les pro- 
blèmes en général: ce quUl s'agit de trouver, c'est une partie seulement 
d'une chose connue et désignée dans l'énoncé, mais incomplètement ; c'est, 
par exemple, la grandeur ou la position de cette chose. Question, commp 
on voit, qui présente une nuance avec le problème proprement dit. Yoïlà 
dans quel seuà nous Bous servons ici du mot trouver. On verra plus loin 
les considérations sur lesquelles se fond« notre manière d'envisager la doc- 
trine des Porismes et comment elles permettent, si nous ne nous trompons, 
de lever les difficultés du sujet. 



1 
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de prouver que la chose cherchée existe^ sans la déterminer 

)> Et quoiqu'ils fussent condamnés, tant par la définition 
que par les propositions mêmes, ces géomètres donnèrent 
du Porisme, d*après une considération particulière, cette 
définition : ce qui constitue le Porisme est ce qui manque 
à r hypothèse iTun théorème local » (en d^autres termes, le 
Porisme est inférieur, par Thypothèse, au théorème local ; 
c'est-à-dire que quand quelques parties d'une proposition 
locale n^ont pas dans Ténoncé la détermination qui leur est 
propre, cette proposition cesse d'être regardée comme un 
théorème et devient un Porisme). 

» Les lieux géométriques sont une espèce de ces Poris- 
mes : ils abondent dans les livres du lieu résolu. Séparés 
des Porismes proprement dits^ on les a réunis sous des 
titres particuliers, et on en a formé des traités distincts, 
parce que cette espèce est bien plus nombreuse que les 
autres; car les lieux sont plans ^ solides ou linéaires : il y 
a aussi les lieux aux moyennes. 

» Il arrive encore aux Porismes de présenter des énoncés 
très-raccourcis, parce que beaucoup de choses y sont sous- 
entendues. Il est résulté de là que beaucoup de géomètres, 
ne les considérant que sous une partie de leurs faces, en 
ont ignoré des points des plus importants. 

» Il est difficile de réunir plusieurs de ces Porismes sous 
un même énoncé, parce qu'Euclide n'en a pas donné beau- 
coup de chaque espèce , mais seulement un ou quelques- 
uns comme exemples. Cependant il en a placé, au commen- 
cement de son P' livre, dix qui sont analogues entre 
eux; ils appartiennent à cette espèce des lieux la plus 
abondante de toutes. Nous avons reconnu que ces dix pro- 
positions peuvent être renfermées dans un seul énoncé, 
savoir : Étant données quatre droites se coupant deux à 
deux, si' trois des points d^ intersection situés sur l'une 
d^ elles f ou deux seulement dans le cas du parallélisme, 
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sont donnés (c'est*à-dire restent fixes), et que des trois 
autres deux soient assujettis à rester chacun sur une droite 
donnée, le dernier sera situé aussi sur une droite donnée 
de position. 

)) Il s'agit ici de quatre droites seulement , dont pas plus 
de deux ne passent par un même point. Mais on ignore que 
la proposition est vraie pour un nombre quelconque de 
droites. La voici : Si plusieurs droites^ en nombre quelcon^ 
que^ se rencontrent^ mais pas plus de deux en un même 
point; que tous les points situés sur une d'elles soient 
donnés^ et que chacun de ceux qui appartiennent à une 
autre se trouve sur (décrive) une droite donnée de posi-^ 
tion; ou plus généralement^ si plusieurs droites, en nom-» 
bre quelconque y se rencontrent^ mais pas plus de deux en 
un même point; que tous les points situés sur une de ces 
droites soient donnés, et que parmi les points d'inter- 
section des autres y lesquels forment un nombre triangu- 
laircy il s^en trouve autant quily a d'unités dans le côté de 
ce nombre triangulaire^ assujettis à rester, situés chacun 
sur une droite donnée de position^ pourvu que de ces 
points il ri y en ait pas trois qui soient les sommets icCun 
triangle (formé par les droites mêmes dont ces points sont 
les intersections), chacun des antres points restera situé 
aussi sur [décrirai) une droite donnée de position. 

» Il n'est pas vraisemblable que l'auteur des Éléments 
ait ignoré cettp extension ; mais il aura voulu seulement en 
poser le principe. Car il parait, dans tous ses Porismes, 
n'avoir eu en vue que de répandre des principes et le germe 
d'une foule de choses importantes. 

)) Ce n'est pas par les diflerences des hypothèses qu'il 
faut distinguer les Porismes, mais par les différences des 
résultats ou des choses cherchées. Les hypothèses, en effet, 
sont toutes différentes et constituent des spécialités.^ mais 
des résultats ou des choses cherchées, chacun se trouve être 
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identique ou unique dans beaucoup d'hypothèses dif- 
férentes (i). 

I*' Livre des Porismes. 

» Voici donc comment il faut classer les choses cher- 
chées dans les propositions du P^ Livre. La figure est au 

commenceili.en t du Vil® (4) • . 

. L » Si de deux points donnés on mène deux droites se 
coupant sur une droite donnée de position, dont Vune in- 
tercepte sur une droite donnée de position un ^segment 
compté à partir d'un point donné. Vautre Jormera aussi 
sur une autre droite un segment ayant avec le premier une 
rqison donnée, 

}) Et datis les autres : 

II. Que tel point est situé sur une droite donnée de po- 
sition. 

III. Que le rapport de telle droite à telle aùti^ droite est 
donné. 

IV. Que le rapport de telle droite à telle abscisse est 
donné. 

V. Que telle droite est donnée de position. 

VI. Que telle droite passe par un point donné, 

VIL Que telle droite a un rapport donné avec le segment 
compris entre tel point et un point donné. 

VIIL Que telle droite a un rapport donné avec telle autre 
droite menée de tel point. 



(i) C'est-à-dire cîue dans beaucoup de c^u estions différentes on arrive à 
une même conclusion, par exemple, que le lieu d*un certain point est une 
ligne droite déterminée de position ; que certaine droite passe toujours par 
un point déterminé de position; qu^un certain rectangle dont les côtés sont 
variables, » une surftace donnée de grandeur; etc. C'est ainsi que Va entendu 
R. Simson. « (IVfulta sunt Porismata quae diversas hypothèses babent, sed 
quae omnia concludunt punctum aliquod tangere rectam positione datam ; 
v6l Ttectam aliquaw vêrgere ad punctum datum, etc. » (R. Simson, p. 349- ) 

(s) Ici se trouve une lacune dans les manuscrits. 
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IX. Que tel rectangle a un rapport donné avec le rec- 
tangle construit sur telle droite et une droite donnée. 

X. Que tel rectangle équivaut à un rectangle donné 
plus le rectangle formé sur telle abscisse et sur une droite 
donnée. 

XI. Que tel rectangle, pris seul ou avec un certain 

espace donné, est (i), Vautre a un rapport donné avec 

telle abscisse. 

Xn. Que telle droite, plus une autre avec laquelle telle 
autre droite est dans une raison donnée, a un rapport 
donné avec un segment formé par tel point à partir d'un 
point donné. 

Xin. Que le triangle qui a pour sommet un point 
donné et pour base telle droite est équivalent au triangle 
qui a pour sommet un point donné et pour base le segment 
compris entre tel point et un point donné. - 

XIV. Qu'une droite, plus telle autre droite, a un rap- 
port donné avec tel segment compris entre un point donné 
et tel point. 

XV. Que telle droite forme sur deux autres droites don- 
nées de position des segments dont le rectangle est donné. 

Il® Livre des Porismes. 

» Dans le II® Livre les hypothèses sont différentes, mais 
les choses cherchées sont pour la plupart les mêmes que 
dans le 1^' Livre. 

» Il y a en outre celles-ci : 

XVI. Que tel rectangle seul, ou tel rectangle plus un 
certain espace donné, est dans une raison donnée avec une 
certaine abscisse. 

XVII. Que le rectangle compris sous telle droite et telle 

(i) Laeuae dans le texte. 

2. 
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aiUre droite est dans une raison donnée avec une certaine 
abscisse. 

XVIII. Que le rectangle qui a pour côtés la somme de 
deux droites et la somme de deux autres droites, a un rap-- 
port donné avec tel segment. 

XIX. Qu un rectangle qui a pour côtés telle droite et 
une autre droite augmentée d^une seconde qui a un rapport 
donné avec telle autre droite, et le rectangle construit sur 
telle droite et telle autre qui a un rapport donné avec telle 
droite, ont leur somme dans un rapport donné avec une 
certaine abscisse. 

XX. Que la somme de ces deux rectangles est dans uu 
rapport donné avec le segment compris entre tel point et un 
point donné. 

XXI. Que le rectangle compris sous telle droite et telle 
•autre est donné. • 

IIP Livre des Porismes. 

» Dans le IIP Livre, le plus grand nombre des hypothèses 
'Concernent le demi-cercle ; quelques-unes le cercle et les 
segments. Pour les choses cherchées, la plupart ressemblent 
aux précédentes. 

» Il y a en outre celles-ci ; 

XXII. Que le rectangle de telles droites est au rectangle 
de telles autres dans un rapport donné. 

XXIII. Que le carré construit sur telle droite est à une 
certaine abscisse dans un rapport donné. 

XXIV. Que le rectangle construit sur telles droites est 
égal au rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le 
segment formé par tel point à partir d'un point donné. 

XXV. Que le carré construit sur telle droite est égal au 
rectangle qui a pour côtés. une droite donnéç et le segment 
formé par une perpendiculaire, à partir d'un point donné. 
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XXVI. Que le rectangle qui a pour côtés la somme dé 
deux droites et une droite en rapport donné avec telle autre 
droite, est dans un rapport donné avec telle abscisse. 

XXVn. Qu'il existe un point tel, que des droites me- 
nées de ce point comprennent un triangle donné d'espèce. 

XXVin, Qu'il existe un point tel , que des droites me- 
nées de ce point retranchent des arcs égaux. 

XXIX. Que telle droite est parallèle à une certaine 
droite, ou fait avec une droite passant par un point donné 
un angle de grandeur donnée. 

w II y a XXXVIII Lemmes pour les trois livres de Poris- 
m€s : ceux-ci renferment 171 théorèmes. » 

Ici se termine le passage du VIP Livre des Collections 
mathématiques de Pappus qui concerne les Porismes. 

§ IV. — Explication de la proposition des quatre droites, de la pro- 
position générale de Pappus et du Porisme complet du T"" Livre. — 
Observation relative aux deux définitions des Porismes. 

Pappus dit que- l'ouvrage d'Euclide renferme presque 
toujours un seul Porisme ou un petit nombre de chaque 
espèce; que néanmoins on trouve au commencement du 
P*" livre dix propositions qui peuvent se résumer en une 
seule. Pappus énonce cette proposition. Elle est relative 
à quatre droites. Il dit ensuite qu^elle n'est elle-même 
qu'un cas particulier d'un énoncé plus général concernant 
un nombre quelconque de droites; il décrit cette praposi^ 
tion, et il ajoute avec un sentiment de justice qui fait hon- 
neur à son caractère , que sans doute cette généralisation 
n'a point échappé à Euclide , mais que, se bornant à ré- 
pandre dans ses trois livres de Porismes des germes de pro- 
positions fécondes , il n'aura pas jugé qu'il fût nécessaire 
d'en faire mention. 

Cette belle proposition, celle des quatre droites, et une 
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autre, donnée comme eicemple des Porismes du P^ livre 
d'Euclide, sont les trois seules que Pappus cite en termes 
complets, c'est-à-dire dans lesquelles il fasse connaître les 
hypothèses auxquelle3 se rapportent les conséquences énon- 
cées. Toutes ses autres propositions (au nombre de a8), 
expriment certains résultats (qui sont pour la plupart des 
relations de segments), sans qu'oD y trouve aucune trace 
de rhypoihèse ou des conditions qui donnaient lieu à ces 
relations dans Fouvrage d'EucIide. 

Les trois propositions décrites d'une manière complète 
sont celles sur lesquelles Simson a concentré pendant 
longtemps tous ses eiTorts et qui Tout conduit, après qu'il 
fut parvenu à en pénétrer le sens , à la conception de la 
doctrine des Porismes. 

Pour ceux qui connaissent maintenant ces propositions, 
le texte de Pappus peut paraître se prêter assez aisément à 
une traduction qui permette d'y voir un énoncé exact et à 
peu près complet» Aussi tous les géomètres, quel qu'ait été 
leur sentiment ultérieur sur la doctrine des Porismes, ont- 
ils adhéré unanimement à cette partie de la divination, 
disons à cette découverte de Simson. Mais on ne peut 
méconnaître qu^avaut que le savant interprète fût parvenu 
à découvrir le sens de ces propositions, elles présentaient 
de très-grandes difficultés, puisque les plus habiles géo- 
mètres du xvi® et du XVII® siècle , comme nous Pavons dit 
ci-rdessus, tels que Fermât et Halley, à qui pourtant la lan- 
gue grecque était familière, avaient échoué dans leurs ten- 
tatives (i). 

La proposition des quati^e droites signifie, en langage 
moderne, que : 

(i) Simson observe avec raison que Fermât n'a pas même deviné Je Porisme 
du l**" Livre énoncé par Pappus en termes complets : « At Fermatius ne vel 
primum prirai iibri enucleavit, quod unicum integrum servavit Pappus^ » 
(Opéra quœdam reliquat rtc, p. 3 18. ) 



Étant données quatre droites, dont trois tournent au^ 
tour des points dans lesquels elles rencontrent la qua^- 
trième, de manière que deux des points d^ intersection de 
ces droites glissent sur deux droites données de position, 
le point ^intersection restant décrit une nouv^elle droite. 

En d'autres termes : Si F on déforme un triangle en fai- 
sant tourner ses trois côtés autour de trois points fixes 
pris en ligtte droite y et en faisant glisser deux de ses som* 
mets sur deux droites fixes, prises arbitrairement, le troi- 
sième sommet décrit une troisième droite, 

La proposition générale de Pappus concerne un nom- 
bre quelconque de droites, disons (;i-f-i) droites, dont 
n peuvent tourner autour d'autant de points fixes situés 
tous sur la (in 4- 1) *''"*. Ces n droites se coupent deux 

à deux en -. — • points, nombre triangulaire dont le 

côlé est [n — i) -, et on les fait tourner autour de leurs n 
points fixes, de manière que (n — i) quelconques de leurs 

— ^^ ^ points d'intersection glissent sur (n — i) droites 

fixes données : alors chacun des autres points d^intersec- 

m 

tion (en nombre ^-^ — - j décrit une droite. 

Tel est le sens de la proposition de Pappus. L'auteur 
dit que des [n — i) points d'intersection des droites 
mobiles qui sont assujettis à glisser sur des droites données, 
il ne doit pas y en avoir trois qui soient les sommets d'un 
triangle. Cela s'entend du triang;le formé par trois droites 
mobiles. Et en effet, d'après la proposition des quatre 
droites, deux seulement des trois points d'intersection de 
trois droites mobiles peuvent être assujettis à glisser sur des 
droites données, puisqu'il s'ensuit que le troisième décrit 
alors une drpite déterminée, ou donnée virtuellement, et qui 
par conséquent ne peut pas être donnée de fait ou à priori. 

2* 
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C'est Siinsoii qui a découvert la signification de celle 
condition qui complique renoncé.- Et pour compléter l'in- 
tention de Pappus, il ajoute que quatre points d'înlersec- 
^tion ne peuvent pas appartenir à quatre droites formant un 
quadrilatère; cinq à cinq droites formant un pentagone, etc. 

Des points d'intersection des n droites mobiles, 

les [n — i) qu'on assujettit à glisser sur autant de dfoîles 
fixes peuvent appartenir à une même droite; c'est la pre- 
mière hypothèse de Pappus, qu'il a généralisée aussitôt. 
Ces [n — i) points peuvent aussi être les sommets consécu- 
tifs, moins un, d'un des polygones de n côtés formés par 
les n droites. Dans ce cas le théorème prend cet énoncé : 
Si l'on a un polygone d^un nombre quelconque de 
côtés y et qu'on le déforme en faisant tourner tous ses côtés 
autour d^ autant de points fixes pris arbitrairement en 
ligne droite, et en faisant glisser tous ses sommets moins 
un sur autant de droites données de position, le dernier 
sommet décrit lui-même une droite déterminée de posi- 
tion; et en outre, le point d'intersection de deux côtés 

quelconques du polygone décrit aussi une ligne droite. 

> 

Porisme complet du I*"^ Livre d'Euclide. 

L'énoncé de Pappus exprime que : 

4$/ autour de deux points fixes P, Q, on fait tourner 
deux droites qui se coupent sur une droite donnéeh^ et que 
l'une fasse sur une droite ^xe AX donnée de position un 
segment A m compté à partir d'un point A donné sur cette 
droite : on pourra déterminer une autre droite fixe BY et 
un point fixe B sur cette droite, tels, que le segment B m' 
fait par la seconde droite tournante sur cette seconde 
droite fixe, à partir du point B, soit au premier segment^ 
A m dans une raison donnée X. 

Nous donnerons, dans le P*^ fâvre des Porismes, la dé- 
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monstration de celle proposîiioii,de celle des qualre droites 
et de la proposition générale de Pappus. 

ObB«r?ation relative aux deux détinilions des Porismes. 

Pappus, ainsi qu'on Fa vu ci -dessus (§ III) , donne 
deux définîlions des Porismes, l'une des Anciens, el Fauire 
qui a élé introduite par des géomètres modernes. Il con- 
damne celle-ci, parce qu elle repose sur une circonstance 
accidentelle. Elle ne s'applique, en effet, comme nous le 
verrons, qu'à une classe particulière de Porismes. 

Nous reviendrons plus loin (§ \I, m) sur ces deux défi- 
nitions, pour en expliquer le sens, et nous ferons voir 
qu'elles n'ont rien de contradictoire, du moins dans les 
limites que comporte la seconde. 

§ V. — Indication succincte des matières contenues dans le Traité des 
Porismes de Simson. — Définition des Porismes. — Opinion de 
Playfair. 

I. — Ouvrage de Simsoii. 

Simson commence son Traité De Ponsmatibus par les 
définitions du Tliéorème , du Problème, du Donné, du 
Porisme et du Lieu; définitions qu'il éclaircit par des 
exemples. Puis il fait connaître la Notice de Pappus sur les 
Porismes, dont il donne une version latine. Après cette 
Notice, viennent les propositions qui forment le Traité des 
Porismes. 

Ces propositions, au nombre de gS, comprennent les 38 
Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes; lo cas de la 
proposition des quatre droites; 29 Porismes; 2 problèmes 
destinés à montrer l'usage des Porismes ; et quelques pro- 
positions qui servent pour la démonstration des Lemmes et 
des Porismes. 

Des 29 Porismes, 6 (propositions 23, 34, 4'^ 5o, 53 
et 57) sont présentés comme répondant à 6 des genres dé- 
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crils par Pappus (les P% VP, XV% XXVn% XXVHP 

et XXIX^) 5 et i5 (propositions i-6, 38, 4®» 475 48, 66, 67, 
et 74 qui renferme 3 Porismes) comme se rattachant aux 
Lemmes et au texte de Pappus. Des 8 autres, 4 ^^^^ ^^^ 
Porismes de Fermât, présentés sous la forme adoptée par 
Simson, et les 4 derniers sont empruntés de Mathieu 
Stewart. 

II. -^ Définition des Porismes. 

Simson dit que s la définition de Pappus étant trop gé- 
nérale, il la remplacera par une autre. )).I1 ne dit pas de 
laquelle des deux définitions il veut parler. Mais nous pen- 
sons que c'est de celle des Anciens. Dans cette opinion, que 
nous justifierons plus loin, nous mettrons d'abord sous les 
yeux du lecteur cette définition telle que Simson nous pa- 
rait l'entendre dans sa version du texte de Pappus : 

(c Le Porisme est une proposition dans laquelle on a à 
chercher la chose proposée (i). » 

Cette chose, que Ton a à chercher, Simson l'appelle 
donnée, comme Pappus et Euclide. 

Cela posé, voici sa propre définition du Porisme : 

« Porisma est Propositio in qua proponitur demonstrare 
)) rem aliquam, vel plures datas esse, cui, vel quibus, ut et 
)) cuilibet ex rébus innumeris, non quidem datis, sed quse 
» ad ea quœ data sunt eandem habent rationem, convenire 
» ostendendum est affectionem quandam communem in 
» Proposîtione descriplam. » 

Nous dirons, en cherchant à exprimer la pensée de 
l'auteur : 



(1) « Dixerunt(Veleres), Theorema esse quo aliquid propositum est de- 
monâtrandum ; Problema Tero, que aliquid propositum est construen- 
dum ; Porisma veto esse quo aliquid propositum est investigandum. » ( De Poris- 
matibus, ete,, p. 347.) 
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Le Porisme est une proposition dans laquelle on de^ 
mande de démontrer gu'une chose ou plusieurs sont don^ 
nées , gui , ainsi que Vune quelconque d*une infinité 
d'autres choses non données, mais dont chacune est avec 
les choses données dans une même relation^ ont une cer- 
taine propriété commune y décrite dans la proposition* 

La chose ou les choses qui sont données^ c'est-à-dire qui 
sont des conséquences de Thypothèse , peuvent être des 
grandeurs ou quantités, comme des lignes ou des nombres^ 
ou bien ce. peut être la position d'une ligne considérée 
comme lieu^ ou bien encore la position d'un point par 
lequel passent une infinité de droites qui sont les choses 
variables, ou la position d'une courbe à laquelle sont tan- 
gentes toutes ces droites. 

Cette définition de Simson comporte naturellement une 
forme d'énoncés particulière aux Porismes et qui caracté- 
rise ces propositions. 

Cette forme technique , dont nous allons donner des 
exemples, est précisément celle des deux Porismes d'Eu- 
clide que Pappus nous a transmis complets. 

III. — Exemples de Porismes conformes à la définition précédente. 

• I. Le Porisme complet cité par Pappus satisfait, dans son 
énoncé original, à la définition de Simson, puisqu'il s'agit 
de déterminer la position d'une droite et d'un point dont 
l'existence est annoncée. 

IL II en est de même du Porisme des quatre droites, et 
de la proposition générale de Pappus, puisque Simson 
admet que la chose à déterminer dans un Porisme peut 
être la position d'un lieu dont la nature est connue et 
annoncée dans l'hypothèse. 

in. Trois droites étant données de position, si de cha- 
que peint de Vune on abaisse des perpendiculaires p, q, sur 
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les deux autres 9 on pourra trouuer une ligne a et une raison 
X telles y que la perpendiculaire p plus la ligne a sera à 
la perpendiculaire q dans la raison X. 
C'est-à-dire qu'on aura toujours 



fi = x. 



IV. Une droite étant donnée de position^ et un cercle 
étant donné de grandeur et de position^ il existe un point 
tel y que toute droite menée par ce point rencontre la droite 
et le cercle en deux points dont le produit des distances au 
point en question sera donné. 

V. Si par deux points donnés on mène à un autre point 
deux droites telles, que leurs longueurs soient entre elles 
dans une raison donnée, ce point est situé sur une circon^ 
férence de cercle donnée de grandeur et de position. 

En d'autres termes, le lieu d'un point dont les distances 
à deux points fixes sont entre elles dans une raison donnée, 
est une circonférence de cercle. 

Cette proposition est un /lieu, conséquemment un Po" 
risme (i). 

VI. Deux droites parallèles étant données de position ^ 
et sur ces droites deux points A, B, si Von mène une troi-^ 
sième droite qui rencontre ces deux premières en deux 
points m, m', tels-, que le segment A m, plus une ligne doh" 
née a, soit au segment 6m' dans une raison donnée X, 

cest'à'dire que Von ait — , * = X, la droite mm' passera 

par un point donné. 

VII. Deux couples de points a, ^ et b, b' étant donnés 
sur une droite^ il existe un autre point O sur cette droite et 



(i) Cette proposition se trouve parmi celles des lieux plans d'Apollonius, 
citées par Pappus. Eutocius la donne aussi comme exemple d'une proposi- 
tion de lieu dans son Commentaire sur les Coniques d'Apollonius. 
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une ligne f/, tels, yue, quel que soit le point m que ton 
prenne sur la même droite^ la somme ou la différence des 
deux rectangles ma. ma', mb.mb' sera toujours égale au 
rectangle fz . m O ( i ) . 

Dans chacune de ces propositions il faut trouver ce qui 
est annoncé ou proposé; ce sont donc des Porismes^ con- 
formément à la définition que Pappus attribue aux An- 
ciens. 

Ainsi nous avons pu dire que c'est cette définition que 
Simson a eue en vue et qu'il a prise pour base de sa doc- 
trine des Porismes. Une autre raison suffirait encore pour 
montrer que telle a été Tintention de Simson : cVst qu''il 
approuve Pappus d'avoir censuré la définition des Moder- 
nes, comme nous le dirons dans le paragraphe suivant. 

IV. — Opinion de Flayfair sur les Porismes. 

Playfair, professeur de Mathématiques à l'université 
d'Edimbourg, a traité la question des Porismes dans* un 
Mémoire intitulé On the origin and in^^estigation of 
Porisms (2), qu'on peut considérer comme faisant suite à 
l'ouvrage de Simson. Mais l'auteur s'y est proposé princi- 
palement de rechercher l'origine probable des Porismes, 
c'est-à-dire les vues qui ont pu conduire les anciens géo- 
mètres à ce genre de propositions. Il pense que, de même 

(i) Dans la géométrie moderne où Ton donne des signes aux segments, ce 
Vorisme s'exprime, d^une manière générale, par Téquation 

ma . ma' — mfc . mi' -h /A . nio = o . 

(V. Géom. sup. p. i53. ) 

Cette proposition a été connue des Anciens; on la trouve dans les Lemmes 
de Pappus sur le second liyre de la Section déterminée, où elle est démontrée 
dans douze Lemmes ( Propositions 4^ à 56) à raison des différents cas aux- 
quels donnent lieu les positions relatives des différents points de la figure. 

(2) Lu à la Société royale d'Edimbourg, le 2 avril 1792, et inséré dans les 
Transactiojis de cette Société. 
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mais il est à croire, il nous parait même certain, que le 
théoi*ème s'est présenté à Tesprit du géomètre avant le 
Porisme qui n en est qu un corollaire ou une expression 
différente. 

En d'autres termes, la forme d'énoncé qui caractérise le 
Porisme n'est pas la conséquence immédiate ni nécessaire 
4e la discussion d'un problème. 

Il semble donc que la manière de concevoir l'origine du 
Porisme proposée par Playfair n'est pas fondée. 

Assurément Euclide n'a pas eu besoin de résoudre des 
problèmes pour former ses 171 Porismes; il lui a suffi de 
prendre des théorèmes et d'en changer la forme. Ce qu'il a 
fait dans une vue tout autre que celle d'exprimer les con- 
ditions qui rendent un problème indéterminé. 

Il faut observer d'ailleurs que non-seulement la recherche 
des conditions qui rendent un problème indéterminé ne 
conduit pas immédiatement ni nécessairement à un Po- 
risme, mais qu'en outre on n'aperçoit point, en général, 
dans un Porisme le problème qui aurait donné lieu, par 
cette recherche des conditions d'indétermination, à ce 
Porisme. 

§ VI. — Réflexions sur quelques passages de Pappus. — Éclaircisse- 
ments sur la nature et l'origine des Lieux et des Porismes. — Difië- 
rence et point de contact entre les Porismes et les Corollaires. — 
Accord des deux définitions des Porismes , sauf l'insuffisance de la 
seconde. 

I. — Différences entre le théorème local, le lieu et I^ problème local. — 

Origine des Lieux, 

Pappus, comme nous l'avons vu (§ III), dît que les 
Lieux sont des Porismes. Or à l'égard des Lieux il n'y a 
pas de mystère 5 la forme de leurs énoncés nous est parfai- 
tement connue par les nombreuses propositions des Lieux 
plans d'Apollonius que Pappus nous a transmises. 



(33) 

Les Lieux doivent donc nous offrir les moyens de véri- 
fier la définition donnée précédemment des Porismes et de 
rechercher, jusqu'à un certain point, la nature de ces pro- 
positions. Pour cela nous allons préciser les différences et 
les points de contact qui nous paraissent exister entre le 
théorème local, le lien et le problème local. 

Le théorème local est une proposition qui exprime une 
propriété commune à tous les points d'une même ligne, 
droite ou courbe, complètement définie. Exemple : 

Étant pris sur le diamètre AB d^un cercle deux points 

C, D tels,' que Von ait la relation -~ = — --, les distances 

CB BD 

de chaque point Ta de la circonférence à ces deux points 

CA 
sont entre elles dans le rapport constant — ■• 

Le lieu est une proposition dans laquelle on dit que tels 
points soumis k une même loi connue, sont sur une ligne 
(droite, circulaire ou autre) dont on énonce la nature, et 
dont il reste à trouver la grandeur et la position. Exemple : 

Deux points étant donnés, ainsi qu'une raison ^ le lieu 
d'un point dont les distances à ces deux points sont entre 
elles dans cette raison, est une circonférence de cercle 
donnée de grandeur et de position. 

Enfin dans le problème local ou question de fe/i, on 
demande de trouver la nature, la grandeur et la position- 
d'un lieu, c'est-à-dire la courbe, lieu commun d'une infinité- 
de points soumis à une loi commune. Exemple : 

Deux points étant donnés, ainsi qu'une raison X, quel 
est le lieu d^un point dont les distances à ces deux points^ 
sont entre elles dans la raison \ ? 

La solution, ou réponse à la question, constitue une vé- 
rité complète, c'est-à-dire un théorème, qui est ici le théo- 
rème local que nous venons de citer. 

Ces exemples suffisent pour établir la distinction précise- 

3*- 
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et les poinls de contact qui existent entre les trois propo- 
sitions qui se rapportent aux lieux : le théorème local, le 
lieu proprement dit, et le problème local. 

Le lieu est différent du théorème local et du problème 
local; mais il participe de l'un et de Fautre, puisqu'on s'y 
propose de démontrer une vérité énoncée, savoir que tel 
point soumis à une loi connue est, par exemple, sur un 
cercle, ce qui constitue un théorème, et qu'il faut en outre 
déterminer la grandeur et la position de ce cercle, ce qui 
touche au problème. 

Origine des Lieux, — Un théorème provient toujours 
de plusieurs autres propositions dont il est une déduction, 
mais avec lesquelles il n'a pas en général de ressemblance 
ou de connexion apparente. 

La solution d'un problème résulte, comme la connais- 
sance d'un théorème, de raisonnements formés sur plu- 
sieurs vérités connues ^ et cette solution constitue, au fond, 
un théorème. 

Une proposition appelée lieu résulte, en général, soit 
d'un théorème connu avec lequel ce Ueu a des rapports 
manifestes, soit de la solution d'un problème, solution qui, 
comme nous venons de le dire, équivaut à un théorème. 

Le lieu exprime dofic la même chose que le théorème, 
mais d'une manière moins explicite et qui laisse quelque 
chose à compléter. 

Telle nous paraît être la seule origine que nous puissions 
attribuer aux propositions qui par leur forme sont des lieux, 

11. -^ Différences entre les Porismes, les Théorèr^es et les Problèmes, — 
Comment les Lieux sont des Porismes, — Origine des Porismes, — De la 
signification qu^Eucllde a voulu attribuer au terme Porisme. — Rapproche- 
ment entre les Porismes Qt les Corollaires, . 

Pappus dit que les Porismes ne sont, quant à la forme, 
ni des théorèmes, ni des problèmes \ qu'ils constituent un. 
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genre interitiédîaire*, mais que parmi beaucoup de géomè- 
tres, les uns les regardent comme des théorèmes et d'autres 
comme des problèmes. 

On conclut de là que les Porismes devaient participer 
tout à la fois des théorèmes et des problèmes, puisque 
beaucoup de géomètres s'y méprenaient, ou du moins se 
croyaient en droit de ne pas les distinguer de ces deux sortes 
de propositions. 

Or les Porismes, entendus selon la définition de Simson, 
dont nous avons donné ci-dessus des exemples (§ V, m), 
satisfont à cette condition, c'est-à-dire qu'ils ont le double 
caractère des théorèmes et des problèmes. 

En effet, les théorèmes sont des propositions où Ton doit 
démontrer une vérité connue et énoncée. 

Les problèmes sont des propositions où l'on a à découvrir 
une chose inconnue. 

Et les Porismes sont des propositions où Ton a tout à la 
fois à démontrer une vérité énoncée et à trouver la. qualité 
ou la manière d'être, comme la grandeur ou la position, de 
certaines choses mentionnées dans l'énoncé de cette vérité. 

D'après cette manière de concevoir le Porisme, qui est le 
commentaire rigoureux de la définition de Simson, on peut 
dire que le Porisme participe du théorème et du problème. 
Ce qui s'accorde avec ce que rapporte Pappus des opinions 
différentes des géomètres de son temps. 

A notre sens, le Porisme se rapproche plus du théorème 
que du problème -, car il faut, comme dans le théorème, 
démontrer une vérité énoncée 5 et quant à la chose à trou^ 
i^er, elle n'est pas absolument inconnue comme dans le pro- 
blème proprement dit; elle se rapporte à la vérité énoncée, 
elle en est une conséquence qui le plus souvent résulte de 
la démonstration même, sans exiger aucune recherche. 

Comment les Lieux sont des Porismes, — Le double 
caractère du Porisme^ de participer du théorème et du pro- 

3. 
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blême, c'est-à-dîre d'avoir à démontrer et à troui^er, est 
précisément aussi le caractère des Lieux^ comme nous l'a- 
vons vu ci -dessus. ]Nous sommes donc amené à conclure 
que les Lieux sont des Porismes^ lors môme que nous ne 
saurions pas que Pappus le dit formellement. 

Origine des Porismes, — Il y a encore sur un autre point 
une identité parfaite entre les Porismes et les Lieux : nous 
voulons parler de l'origine même des uns et des autres. En 
effet, ce que nous avons dit précédemment de l'origine des 
Lieux s'applique de soi-même aux Porismes, Un Porisme 
est la conséquence d'un théorème ou de la solution d'un 
problème, qui elle-même constitue un théorème. Le Po- 
risme exprime la même chose que le théorème dont il se 
déduit, mais sous une autre forme et d'une façon moins 
complète et qui laisse quelque chose à déterminer. , 

L'exemple que nous avons donné d'un lieu comparé au 
théorème local auquel il se rapporte, s'applique aux Poris- 
mes de même qu'aux Lieux. Ainsi nous conclurons que 
l'origine d'un Porisme est un théorème proprement dit. 

La transformation des théorèmes en Porismes tendait à 
simplifier les énoncés des propositions en les débarrassant 
de certaines déterminations complémentaires qui n'étaient 
pas toujours nécessaires. On reconnaîtra, je pense, dans 
cette conception la sagacité d'Euclide et sa profonde intel- 
ligence des besoins de la science, quand nous aurons dit, 
dans un des paragraphes suivants, combien ses Porismes 
touchent de près, par leur forme même, a celle de la plu- 
part des propositions de la géométrie moderne. 

De la signification quEuclide a voulu attribuer au 
terme Pohisme. — Rapprochement entre les Porismes et 
les Corollaires. — Euclide exprime par le même mot 
7ro|0£(7fjta les corollaires des Eléments et les propositions de 
ses trois livres de Porismes. Pour les corollaires^ le terme 
grec, dont la signification d'après Proclus serait ici gain, 



J 
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acquisition (V. ci-dfssous § Vil, vi), est bien choisi. Mais 
pour les propositions dont il s'agit, le sens qu'il faut attri- 
buer à ce terme Troptj/xa a toujours été une énigme-, parce 
que n'ayant pas une idée précise de la nature intime des Po- 
rismes, on ignorait surtout l'origine de ces propositions. 

11 nous semble que les cotisîdérations précédentes jettent 
enfin du jour sur cette question; car elles conduisent à 
un rapprochement naturel entre les Porismes et les corol- 
laires, ces propositions si différentes au fond. 

En effet; d'une part, les corollaires sont des propositions v 
qui se concluent immédiatement soit de l'énoncé d'un théo- 
rème,, soit d'un passage de la démonstration de ce théorème, 
soit d'un raisonnement qui a conduit à la solution d'un pro- 
blème. Mais, en général, ces corollaires constituent des 
propositions différentes des théorèmes d'où on les conclut, 
et dont ils ne sont pas la reproduction sous une autre 
forme, comme on le voit, par exemple, dans les Eléments 
d'Euclide (i). 

D'autre part, les Porismes prennent leur origine dans des 
théorèmes déjà connus, mais dont on change la forme pour 
en faire des Porismes-, de sorte qu'on peut dire que les 
Porismes sont des conséquences immédiates de théorèmes •, 
qu'ils en sont une sorte de corollaires. 

Telle a pu être la raison qui a porté Euclide à donner 



(i) Exemples. Euclide, après avoir démontré que la perpendiculaire menée 
du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle sur l'hypoténuse divise le 
triangle en deux triangles semblables, ajoute, sous le titre de corollaire . 
» 11 suit de là que dans un triangle rectangle la perpendiculaire menée de 
» Tangle droit sur la base est moyenne proportionnelle entre les segments 
» de la base, et que chaque côté de Fangle droit est moyen proportionnel 
•> entre la base et le segment qui lui est contigu. » (Liv. VI, prop. 8.) 

A la suite de ce problème : « Trouver le centre d'un cercle », qui forme 
la 1^^ proposition du Livre IIl, on trouve ce corollaire : « De là il sait évi- 
» demment que si, dans un cercle, une corde en coupe une autre en deux 
» parties égales, en faisant avec elle deux angles droits, le centre du cercle 
» est placé sur la corde sécante. » 
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à ce nouTeau genre de propositions qu'il introduisait dans 
la Géométrie, le nom même des corollaires de ses Élé- 
ments. 

Mais en constatant cette analogie partielle et secondaire 
entre les Porismes et les corollaires, répétons qu'il existe 
entre les deux genres de propositions une différence fonda- 
mentale. Les corollaires, qui sont, comme le dit Proclus, un 
gain trouvé en passant et dont profite le géomètre, diffè- 
rent, en général, des théorèmes qui ont procuré ce gain, et 
sont des propositions de même forme ^ tandis que les Po- 
rismes, sous une autre forme qui leur est propre, ne sont 
que les théorèmes qui les ont produits. Ce sont,^si Ton veut, 
des corollaires, mais d'un autre ordre que les corollaires 
proprement dits. 

tll. — Explication de la seconde définition des Porismes. — Accord des 
deux définitions. — Dans quel sens il faut entendre le blâme de Pappus à 
regard de la seconde. >- Origine de cette définition. 

Pappus, après avoir donné la définition des Porismes des 
Anciens, en fait connaître une seconde introduite plus tard. 

Il dit que des géomètres modernes, nonobstant la défini- 
tion ancienne et les propositions mêmes, donnèrent des 
Porismes, d'après une circonstance particulière, cette défi- 
nition : Ce qui constitue le Parisme est ce qui manque à 
r hypothèse d*un théorème local; en d'autres termes : le 
Porisme est infé/ieurf par F hypothèse^ au théorème local. 

Cette brève définition, à laquelle Pappus n'ajoute aucun 
développement, paraît signifier que : Quand quelques par- 
ties d'une proposition locale n'ont pas dans l'énoncé de la 
proposition la détermination, de grandeur ou de position, 
qui leur est propre et qui se trouverait dans l'énoncé d'un 
théorème local proprement dit, cette proposition n'est pas 
regardée comme un théorème et devient un Porisme, 

Prenons pour exemple ce théorème local déjà cité : 
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Un point C étant donné sur le diamètre AB d'un ce/vle, 

si Von prend un second point D tel, que Von ait — ■ = -— ? 

les distances de cliague point de la circonférence à ces 

CA 

jdeux points seront entre elles dans le rapport — • 

Que Ton n'indique pas la position du point D, ni la 
valeur du rapport des distances de chaque point delà cir- 
conférence aux deux points C et D, on pourra encore ex- 
primer la même proposition, mais sous un énoncé très- 
différent qui en change le caractère, savoir : 

Un point C étant donné sur le diamètre AB d*un cercle, 
on pourra troui^er un second point D et une raison "k tels, 
que le rapport des distances de chaque point de la circon- 
férence au point Q ht à ce point D sera égal à la raison 1. 

C'est là un Porisme conforme à la définition des Anciens, 
puisqu'il faut trouver ce qui est annoncé comme conséquence 
de l'hypothèse, savoir la position du point D et la valeur de 
la raison X. 

Ce Porisme diffère du théorème local en ce que ces 
deux choses qu'il faut trouver sont déterminées de position 
et de grandeur dans le théorème. 

U satisfait donc à la seconde définition des Porismes. De 
sorte que les deux définitions n'ont rien de contrçidictoire. 

Cependant Pappus semble dire que « les géomètres mo- 
dernes qui ont introduit dans la géométrie leur définition 
auraient du être arrêtés par la définition ancienne et par les 
propositions mêmes. » 

On est induit à conclure de ces paroles que la définition 
moderne impliquait quelque idée ou quelque condition que 
ne comportait pas la première. Et, en effet, Pappus ajoute 
que « cette définition est fondée sur une circonstance acci- 
dentelle )> \ ce qui signifie qu elle ne s'applique qu^à une 
classe de Porismes. 
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On reconnaît sans difficulté cette circonstance : c'est que 
la définition implique l'idée ou la condition d'une proposi- 
tion locale^ de sorte qu'elle ne s'applique qu'aux Porismes 
qui se rapportent à de telles propositions, comme les Poris- 
mes I, n, m, IV , V précédents {§ V), et qu'elle exclut con- 
séquemment un grand nombre d'autres Porismes, comme 
les VP et VIP. 

C'est ainsi que Simson a entendu le blâme de Pappus et le 
défaut delà définition des Modernes; blâme qu'il approuve(i). 

Les deux définitions des Anciens et des Modernes ne 
sont donc point contradictoires, à part le défaut de généra- 
lité de la seconde. 

Cet accord devait se présumer. Car Pappus ne dit pas que 
la nouvelle définition fût la base d'une nouvelle sorte ou 
d'un nouveau genre de Porismes, loin de là : il dit formelle- 
ment, au commencement de sa Notice, qu'on n'a pas ajouté 
de Porismes nouveaux à ceux d'Euclide. La définition des 
Modernes se rapportait donc à une classe des Porismes 
d'Euclide, et, dans cette limite, ne pouvait avoir rien 
d'inexact et devait s'accorder avec l'ancienne. 

Une raison bien simple a pu donner lieu à la nouvelle 
définition. Quelques géomètres, voulant traiter succincte- 
ment, soit dans leurs leçons, soit dans leurs livres, de la 
doctrine des Porismes, auront fait un choix de propositions 
appropriées à leur enseignement et les auront prises dans 
l'ouvrage d'Euclide parmi celles qui se rapportaient aux 
lieux y parce que les lieux plans [lieux à la droite et au 
cercle) formaient les premières matières cultivées à la suite 
des Eléments proprement dits. Dès lors ces géomètres ont 



(i) Ex hisexemplis manifestom est multa esse Porisraata quse a Theore- 
mate Locali hypothesi defîciunt, alia antem quse ex Locis nullatenus pen- 
dent. Meritoigiturjuniores Pappus reprehendit, quod Porisma ex accidente 
definiverunt, ex quadam se. re quae quibusdam quidem non omnibus Poris- 
matibxis inest. » {Opéra quœdam, etc. y p. 3440 
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dû approprier la définition des Pori&mes dune manière 
précise mais restreinte, à cette classe particulière de Po- 
rismes qui se rapportent aux Lieux, sans être nécessaire- 
ment eux-mêmes des Lieux. Telle nous parait être l'origine 
de cette définition dont Pappus a fait mention pour en si- 
gnaler l'insuffisance. 

§ Vn. — Analogie entre les Porismes et les Données d'Euclide. — 
Identité d'origine de ces deux classes de Propositions. — Traité des 
Connues géométriques du géomètre arabe Hassan* ben Haithem. — 
Notice de Proclus sur les Porismes. — Passages de Diophante. 

I. — Analogie entre les Porismes et les Données. 

Il existe entre les Porismes et les Données une analogie 
profonde, à laquelle il ne paraît pas que l'on ait fait atten- 
tion, et dont cependant il nous semble qu'il faut se pénétrer 
pour entendre dans son sens primordial et le plus intime la 
doctrine des Porismes. 

Nous trouvons cette analogie sous toutes les faces que 
présente la question. Elle existe non- seulement dans la 
pensée d'où dérivent les deux classes de propositions, 
mais aussi dans leur but commun , dans les définitions 
qui leur sont propres et dans la forme même de leurs 
énoncés (i). Quelques éclaircissements vont nous en con- 
vaincre. 

Les Données sont des propositions dans lesquelles une 
ou plusieurs des choses dont il est question n'ont pas, dans 



(i) Il m'a paru, depuis longtemps, que c'était là le Téritable point de vue 
sous lequel il fallait considérer les Porismes. Cette opinion se trouve dans 
V Aperçu historique, en ces termes : a La conception des Porismes nous pa- 
» rait dériver de celle des Données : telle a été» selon nous, son origine dans 
» l'esprit d'Euclide. — Les Porismes étaient, par rapport aux propositions 
» locales, ce que les Données étaient par rapport aux simples théorèmes des 
» Éléments. De sorte que les Porismes formaient avec les Données un comm- 
it plément des Éléments de Géométrie, propre h faciliter les usages de ces 
• Éléments pour la résolution des problèmes. » {Aperçu, etc., p. 276.) 
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Téncmcé de la proposition, la détermination, de grandeur 
ou de position, qui leur est propre en vertu de l'hypothèse, 
détermination qui se trouverait dans Ténoncé d'un théo- 
rème proprement dit. 

La proposition consiste à affirmer que cette détermina- 
tion est comprise implicitement dans Thypothèse , qu'elle 
en est une conséquence nécessaire et qu'on peut l'effectuer. 
C'est ce qu'Euclide exprime en disant que la chose annon- 
cée est donnée^ il faut entendre est donnée virtuellement^ 
c'est-à-dire est comprise implicitement dans Thypothèse et 
peut s'en déduire. 

Par exemple, prenons la proposition 6 du livre des Don- 
nées, que nous exprimerons ainsi en langage moderne : 

Si deux grandeurs a et b ont entre elles une raison 
donnée 'ky la grandeur composée des deux aura av^ec cha- 
cune d'elles une raison donnée. 

Si Euclide eût voulu faire de cette proposition un théorème 
proprement dit, il aurait indiqué dans l'énoncé la valeur de 
la raison de la somme (a + £) à chacune des deux grandeurs 

, . ^ + 1 a -h b ,v V . a -^ b 

a et b^ savoir : — r — pour 5 et (A -\-i) pour — 7— • 

D'après ces remarques , on peut dire que les proposi- 
tions appelées Données par Euclide étaient des théorèmes 
non complets^ en ce qu'il y manquait la détermination, en 
grandeur ou en position , de certaines choses annoncées 
comme conséquence de Thypothèse. 

Ce caractère spécial des Données est accusé par la forme 
même de leurs énoncés qui se lertninent toujours, comme 
dans l'exemple ci-dessus, par cette affirmation, que telle 
chose est donnée. 

Les Porismes peuvent aussi être considérés comme des 
théorèmes non complets. Car la détermination des choses 
qu'on demande de trouver complétera le théorème, c'est-à- 
dire qu'on obtiendra une proposition dans laquelle toutes 
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choses auront la détermination, de grandeur et déposition^ 
qui leur appartient. 

Les Ponsmes ont encore avec les Données une autre 
analogie manifeste. C'est la forme de leurs énoncés, où il est 
toujours dit que telles choses- sont données de grandeur ou 
de position. 

Cette forme se trouve dans les Lieux plans d'Apollo- 
nius dont Pappus nous a conservé les énoncés et qui sont 
des Porismesj comme il le dit expressément : elle se trouve 
dans le Porisme complet, énoncé le premier de ceux qui se 
rapportent au P^ livre d*Euclîde, lequel n'est pas un lieu^ 
et semble présenter, à beaucoup d'égards , le type général 
des Porismes. On reconnaît la même forme technique dans 
tous les autres énoncés de Porismes donnés par Pappus, 
bien que ces énoncés concis n'expriment que les consé- 
quences d'hypothèses sous-entendues (i). 

Ainsi il ne peut exister aucun doute sur l'identité 
de contexture des énoncés tant des Porismes que des 
Données. 

Enfin la définition ancienne des Porismes convient 
aux Données^ puisque dans celles-ci, comme dans les Po- 
rismes, l'objet de la proposition est de trous>er ce qui est 
annoncé. 

Ces considérations concourent toutes à nous autoriser à 
regarder les Porismes comme dérivant, dans l'esprit d*Eu- 
clide, de la conception même des Données, 

Ce genre de théorèmes non complets^ comme nous l'a- 
vons dit, n'est appliqué dans le livre des Données qu'aux 
théorèmes ordinaires tels que ceux des Eléments, Euclide a 
voulu l'étendre, dans les Porismes^ aux propositions loca- 
les y et plus généralement aux propositions où l'on considère 



(i) On trouve les mêmes formes d'énoncés dans des propositions de 
nombres appelées Porismes par Diophante, comme nous le dirons plus loin. 
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des choses variables suivant une même loi, comme, par 
exemple, des droites qui passent par un même point, ou qui 
enveloppent un cercle ou une autre courbe. 

II. — Traité des Connues géométriques d'Hassan ben Halihem. 

Les mathématiques arabes nous offrent à ce sujet un do- 
cument d'un grand intérêt, qui prouve qu'en effet à une cer- 
taine époque on a considéré les Données^ les Lieux et les 
Porismes comme formant un même genre de propositions 
qu'on pouvait réunir sous un même titre. Du moins, il 
existe un ouvrage arabe intitulé : Traité des Connues géo- 
métriques, qui est un recueil de propositions ayant toutes 
la même forme d'énoncés, et qui sont des Données propre- 
ment dites, des Lieux ou des Porismes. Seulement le terme 
donné^ employé par les Grecs dans ces trois genres de pro- 
positions, est remplacé dans cet ouvrage par celui de connu. 

Ainsi, Ton y lit que telle droite est connue de grandeur 
et de position; que tel point (variable) est sur un cercle connu 
de grandeur et de position ; que le rapport de telle droite 
(variable) à telle autre, ou de tel rectangle (variable) à tel 
carré, est un rapport connu, etc. ; propositions qui manifes- 
tement sont ou des données comme celles d'Euclide, ou des 
lieux comme ceux d'Apollonius, ou des Porismes comme 
ceux d'Euclide d'après le sens que nous avons attribué à la 
Notice de Pappus , conformément au sentiment de Sim- 
son (i). 

Le titre unique de Connues géométriques appliqué par 
Fauteur à ces trois classes de propositions que les Grecs 
distinguaient sous les trois noms différents de Données^ 
Lieux et Pommer, prouve qu'il les considérait toutes trois 

■ ■ ' ■■ - - ■ ■■,■■■■ ■ — _■_■■- — - ■ , 

(i) Nous donnons plus loin les énoncés mêmes de quatre propositions du 
Livre des Connues géométriques, dans lesquelles nous reconnaissons des Po- 
rismes. 
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comme étant du même genre ou dérivant d'une même 
idée (i). 

Cet. ouvrage arabe, dont- on doit la connaissance et la tra- 
duction au savant orientaliste M. L. Â. Sédillot, est du géo- 
mètre et astronome Hassan ben Haithem, qui florissait vers 
Tan 1009 et mourut au Caire en .io38 (2). 

III. — Définition des Porismes tirée de Proclus. 

Deux autres faits qui ont de l'analogie avec celui que 
vient de nous offrir le Traité des Connues géométriques^ et 
que nous puisons chez les Grecs mêmes, dans Diophante 
et dans Proclus, contribueront encore à corroborer notre 
sentiment sur l'origine des Porismes et leur analogie avec 
les Données. 

Citons d'abord Proclus, dont le texte que nous avons à 
invoquer est bien connu, mais a toujours paru fort obscur 
et n'a pas été entendu dans le sens que nous devons lui 
donner.. 

Il s'agit de la Notice sur les Porismes d'Euclide, que le 
célèbre philosophe platonicien a insérée dans son commen- 
taire sur le I" Livre des Éléments. W dit que ces Porismes 
sont un genre de propositions où il y a quelque chose à trou- 
ver, et qui n'ont pas pour objet, cependant, ni une simple 
construction, ni une simple démonstration. 

^,^—— ■^—^■1 » I I P ■■■■■■ ll.-^» ■■■ .1 ■—«■ ■■ ^■■■^ ^ ■■ ■ I ■■ — !■■■■ ■■■■— — — — — 1— ^^^^^— i,^^, 

(i) 11 est permis d'espérer que si enfin Von explorait les manuscrits ara- 
l)es qui existent encore en grand nombre dans plusieui*s grands dépôts, 
notamment dans la bibliothèque de TËscurial, on trouverait dans d'autres 
ouvrages, comme dans celui de Hassan ben Haithem, des traces delà doc- 
trine des Porismes qui seraient d'un véritable intérêt. On .ne doutera pas, 
en effet, que les manuscrits sur lesquels Casiri a donné des hotices précieuses 
dans son grand oxkwz^e {Bihliotheca arahico-hispana Escurialensis) ne puis- 
sent contenir souvent plusieurs autres pièces confondues sans titres distincts, 
et que ce savant auteur n'a pas décrites. 

(3) V. T^ouveau journal asiatique ; mai i834. Et Matériaux pour servir à 
Vhistoire comparée des sciences mathématiques chez les Grecs et les Orien- 
taux. Paris, 1845, l. 1^"^, p. 378-400. 
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Il revient plus loin sur la même idée en ajoutant que les 
Porismes tiennent, en quelque sorte, le milieu entre les 
problèmes et les théorèmes ; qu'en effet il ne s*agit pas, dans 
ces propositions, de -clioses que Ton ait à construire ou à 
considérer théoriquement, mais de choses qu*il faut prendre 
et montrer aux yeux ; c'est*à-dire dont il faut déterminer 
la manière d'être, telle que la position ou la grandeur. 

On peut reconnaître, nonobstant la concision et l'obscu- 
rité de cette sorte de déiinition, qu'elle concorde avec celle 
des Anciens rapportée par Pappus et entendue dans le sens 
bien défini que nous lui avons donné. Cet accord forme 
déjà une présomption favorable à notre système sur la doc- 
trine des Porismes. 

Mais ce qui nous parait surtout offrir de l'intérêt ici , 
c'est que Proclus cite, comme exemples de Porismes, deux 
propositions sous forme de problèmes, lesquelles ne sont 
que de simples données <^ car les voici : Un cercle étant 
donné, tromper son centre. Deux grandeurs comme nsu- 
râbles étant données^ trouver leur plus grande comnume 
mesure. 

Il est évident que dans chacune de ces questions, la chose 
demandée est une conséquence implicite de l'hypothèse^ 
ce qui est le caractère des Données. Or il n'y a rien de va- 
riable dans ces propositions ; elles sont donc de celles qui ap- 
partiennentà la classe des Données proprement dites. Ainsi 
quand Proclus les cite comme exemples des Porismes d'Eu- 
clîde, on doit nécessairement en conclure qu'il a considéré 
ces Porisrnes comme des propositions du même genre que 
les Données^ de même que l'a fait, 5oo à 600 ans plus tard, 
le géomètre arabe Hassan ben Haithem. 

C'est surtout le rapprochement entre ces deux faits qui 
nous a mis sur la voie de l'explication qui nous semble 
maintenants! naturelle, du passage de Proclus dont l'inter- 
prétation avait toujours paru fort difficile. 
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IV. — Porismes cités par Diophantc. 

Diophante ne parle pas expressément des Porismes, 
comme Proclus, et n^a pas à les définir. Maïs il cite dans ses 
Questions arithmétiques , sous le titre de Porismes^ des 
propositions extraites d'un ouvrage, apparemment d'un 
Recueil de Porismes, qui ne nous est" pas parvenu. 

Ces propositions, auxquelles je crois que l'on n'avait 
jamais fait attention, du moins à titre de Porismes dans le 
sens d'Euclide, avant que nous les eussions signalées dans 
V Aperçu historique, se rapportent aux propriétés des 
nombres; et ce qui a de rinlérêt ici, c'est que, sous le nom 
de Porismes, elles ont dans leurs énoncés la forme des 
Données, la même que nous attribuons aux Porismes, 

Faisons remarquer d'abord, d'une manière générale, 
. qu'effectivement la plupart des propositions de la théorie- 
dés nombres peuvent être considérées comme des Données. 
Car elles expriment que telle fonction de tels nombres, ou 
telle relation entre tels nombres, donne lieu à telle autre 
relation *, en d'autres termes, que telle relation est une 
conséquence implicite de telle autre. 

Par exemple l'identité 

si on l'énonce textuellement, sera un théorème propre- 
ment dît, ou théorème complet. Mais si, sans préciser la 
composition des deux carrés qui forment le second mem- 
bre, on dit simplement que : Le produit de la somme de 
'deux carrés par la somme de deux autres carrés s'eX" 
prime de deux manières par la somme de deux carrés, cet 
énoncé aura une certaine analogie avec ceux des Données, 
Il en est de même des propositions suivantes :' 
Le produit de deux n ombrées donnés s'exprime par la 
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différence des carrés de deux autres nombres^ diwée par 4 . 

Tout nombre premier de la for me 4 n H- i s'exprime par 
fa somme de deux carrés. 

Le produit de la somme de quatre carrés par la soinme 
de quatre autres carrés s^ exprime par la somme de quatre 
carrés. 

Etc., etc. 

Toutes ces propositions sont des théorèmes non com- 
plets, dans le sens que nous entendons, de même que les 
Données et les Porismes. 

Revenons aux Porismes cités par Dîophante. Ils se trou- 
vent dans les Questions III, V et XIX du V* Livre. 

On lit dans la Question III : « Puisqu'on a dans les 
» Porismes : Si deux nombres sont tels, que chacun d^euoc 
» augmenté d'un même nombre donné soit un carré et 
» que leur produit augmenté du même nombre soit aussi 
» un carré, ces nombres proi^iennent de deux carrés 
» consécutifs. » 

C'est-à-dire que G étant un nombre donné, si deux autres 
nombres A, B, sont tels, qu'on ait 

A -f- G = carré, 

B -h G = carré, 

• AB H- G = carré, 

les deux nombres A, B proviennent de deux carrés consé- 
cutifs. 

En effet, prenant arbitrairement un nombre a tel, que a' 
soit . ^ G, il suffit de prendre ensuite A = a' — G et 
B = (a -hi)* — G. Car il en résulte 

A-hG=a\ B H- G = (a -h 1 )% 
AB -+- G = [a (a + 1) — G]*. 

Tel est le sens que comporte l'énoncé de Diophante, qui 
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de nos jours peut paraître quelque peu obscur, puisqu^il n'y 
est pas dit comment les nombres proviennent ou sont formés 
de deux carrés consécutifs. 

Si cet énoncé ne présente pas au premier aspect une ana- 
logie suffisante avec les Données ^ on voit aussitôt que la 
proposition, tout en restant la même, reçoit le caractère 
d'une Donnée ou d'un Porisme^ en admettant l'énoncé sui- 
vant : Deux carrés consécutifs étant donnés, ainsi quun 
nombre, on peut trousser deux autres nombres tels, que 
chacun d'eux et leur produit, augmentés du nombre 
donné y soient des carrés. 

Dans la Question V, Diophante dit : « On a encore dans 
)) les Porismes ; Étant donnés deux nombres' carrés con~ 
)) sécutifs, on peut trouv^er un troisième nombre égal au 
» double de la somme de ces deux premiers plus ià, tel, 
» que le produit de deux de ces nombres augmenté^ soit de 
» la somme des deux mêmes, soit du troisième nombre, 
» fasse un carré, » 

C'est-à-dire que si A et B sont deux carrés consécutifs et 
qu'on forme le nombre C = a ( A -h B) H- 2, chacun des six 
autres nombres 

[AB-h(A-^B)], [AB + C], 
[AC+(A4-C)], [AC + B], 
[BC+(B-hC)], [BC^-A], 

sera un carré. 

Cet énoncé constitue un théorème wow co/n/^Zef, puis- 
qu'on n'y donne pas la forme des six carrés dont on annonce 
l'existence. 

Cette proposition a donc de ranalogie avec les Données . 
et les Porismes, comme les précédentes. 

Il en est de même encore de la proposition suivante ^ qu'on 
trouve dans la Question XIX : « Nous avons dans les Po- 

4 
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i> risines : La différence de deux cubes est égale à ta, 
)) somme de deux autres cubes» » 

Ces propositions ne sont pas les seules de leur genre que 
renferme l'ouvrage de Diophante ; on en trouve de sembla- 
bles dans diverses autres Questions, sans que Fauteur an- 
nonce qu elles soient prises du Recueil des Porismes. 

Par exemple : 

« Le produit des carrés de deux nombres consécutifs, 
» plus la somme de ces deux carrés, fait un nombre carré )> 
(Question XVII du Livre III). C'est le premier cas de la 
proposition citée comme Porisme dans la Question V. 

)) Si un nombre est le quadruple moins i d'un autre, 
» celui-ci, plus le produit des deux nombres, fait un carré 
)) (Question XX du même Livre). 

» Le carré de la différence de deux nombres, plus le qua- 
w'druple de leur produit, est un carré (Question XX du 
» Livre IV). 

» Tout nombre triangulaire multiplié par 8 et augmenté 
» de l'unité fait un carré (Question XLIV du même Livre). 

» Deux nombres dont l'un est double de l'autre étant 
» donnés, le double de leur produit est un carré, et ce dou- 
» ble produit moins la différence des carrés des deux nom- 
» bres forme aussi un carré (Question XII du LivreVI). » 

Ainsi, nous pouvons dire qu'il existait au temps de Dio- 
phante, outre ses célèbres Questions arithmétiques , dont 
il ne nous reste que six livres sur douze, un autre ouvrage 
•sur le même sujet, recueil de propositions sur la théorie 
des nombres, que Diophante appelle Porismes^ que ces 
propositions étaient des théorèmes non complets, dans 
lesquels il restait à trouver l'expression ou la valeur des 
choses annoncées, comme dans les Données; que, puisque 
Diophante les appelle Porismes^ on est induit à penser 
que, sans être les mêmes que les Porismes géométriques 
d'Euclide, ils appartenaient au même genre de proposi- 
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tions, ayant les uns et les autres le même caractère pro- 
pre 5 que les Porismes d'Euclide étaient donc aussi des 
théorèmes non complets et semblables dans leur forme aux 
Données, ainsi que nous pensons l'avoir déjà prouvé par 
d'autres considérations. 

En résumé, les passages de Diophantc nous paraissent 
fournir un nouvel argument en faveur de notre système sur 
la doctrine des Porismes (i). 



V. — Propositions du Traité des Connues géométriques deHasssLïi ben Haithem 

conformes' aux Porismes. 



Proposition XVIIL Lorsque deux cercles connus de 
grandeur et de position sont tangents, et que Vun est 
dans r intérieur dç Fautie^ si Von mène une droite qui 
coupe les deux cercles d^une manière quelconque, le pro^ 
duit des segments faits par un point dM petit cercle sur la 
partie de cette droite comprise dans le grand cercle est au 
carré de la droite menée du point du petit cercle au point 
de tangence des deux cercles y dans un rapport connu. 

Proposition XIX. Lorsque deux cercles connus sont 
tangents et que Hun est dans Vintérieur de Vautre, si Von 
mène au petit cercle une tangente dont V extrémité [autre 
que le point de tangence) soit à la ciixonférence du 
grand cercle, et quon joigne par une ligne droite cette 
extrémité au point de tangence des deux cercles, le rap^ 

% 

(i) On sait que les Arabes ont travaillé sur l'analyse indéterminée diaprés 
DiophantCf dont ils ont traduit et commenté les Questions arithmétiques. 
On doit croire qu'ils ont aussi connu le Recueil de Porismes, qu'il fût de 
Diophante lui-même ou d'un autre auteur grec. Il est donc permis de penser 
qu'on pourra retrouver un jour quelques traces de cet ouvrage. Nous serions 
heureux que Tespoir d'une découverte aussi précieuse, aussi importante 
pour l'histoire des mathématiques, pût faire entreprendre quelques recher- 
ches dans les manuscrits arabes, recherches qui, du reste, conduiraient in- 
failliblement à beaucoup d'autres découvertes. 

4- 
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port de cette dernière ligne à la tangente est un rapport 
connu. 

Proposition XXI. Lorsque deux cercles connus sont 
tangents et que Vun des deux est dans F intérieur de Vau- 
trcy si Von mène du point de tangence le diamètre corn-- 
mun aux deux cercles^ et que par le point oa.ce diamètre 
coupe le petit on mène une droite qui coupe le petit cercle 
en un second points cette droite [terminée au grand cercle) 
sera dii^isée^ en ce points en deux parties telles, que le 
produit de ces deux parties plus un carré (connu) sera au 
carré de la partie comprise dans le petit cercle^ dans un 
rapport connu. 

Proposition XXII. Lorsque dans un cercle connu de 
grandeur et de position on mène un diamètre connu de 
position et que sur ce diamètre on prend deux points éga- 
lement éloignés du centre^ si de ces points on mène deux 
lignes qui se rencontrent en un point de la circonférence 
du cercle, la somme des carrés de ces deux lignes sera 
connue. 

VI. — Passages de Proclus relalifs aux Porismes. 
Extrait du Commentaire relatif à la /*■* Proposition dés Éléments d'Euclide. 

(( Porisme se dit de certains problèmes comme Içs Po- 
» rismes d'Euclide. Mais il se dit plus particulièrement , 
)) lorsque, des choses qui viennent d'être démontrées, surgit 
» quelque théorème que nous n'avions point eu en vue, et 
» que pour cela on a appelé Porisme^ comme une sorte de 
» gain qui s'ajoute à ce que l'on s'était proposé de démon - 
» trer. » 

Extrait du Commentaire relatif à la Proposition XV dEuclide. 

» Porisme est un des termes de la géométrie : mais il a 
» deux significations. Car on appelle Porismes les théorè- 
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» iri€s qui résultent de la démonstration d autres théorèmes 
» comme un gain inattendu et dont profite le géomètre : et 
» on appelle aussi Porismes des propositions qui nont pas 
» pour objet ni une simple construction, ni une simple 
» démonstration, mais oà il faut tromper quelque chose. 

» Qu'on démontre que dans les triangles isocèles les 
» angles à la base sont égaux, on acquerra la connaissance 
)i de ce qui est. 

» Qu'on divise un angle en deux parties égales, ou qu'on 
» construise un triangle, ou qu*on ajoute ou retranche une 
» ligne, tout cela demande une construction. 

.» Mais qu'il s'agisse de trouver le centre d'un cercle 
» donné, ou la plus grande mesure commune à deux gran- 
n deurs commensurables données, toutes les questions de 
» ce genre tiennent en quelque sorte le milieu entre les 
» Problèmes et les Théorèmes. En effets il ne s'agit pas^ 
» là de la construction, ni de la considération purement 
» théorique de choses cherchées, mais de leur acquisition : 
» car il faut les présenter à la vue, les mettre sous les 
» yeux. Tels sont les Porismes composés par Euclide et 
» qu'il a réunis dans ses Livres de Porismes, Mais nous ne 
» dirons rien ici des Porismes de cette espèce. 

» Quant aux Porismes qui se trouvent dans les Éléments 
» d'Euclide , ils se présentent comme conséquences des 
)> démonstrations d'autres théorèmes, quoiqu'ils n'aient pas 
» été le sujet de ces démonstrations » 

Ce qui suit se rapporte aux corollaires des Eléments 
d'Euclide. 

§ Vm. — Nouvelle définition des Porismes. — Identité de ces propo- 
sitions, quant à leur forme, avec la plupart des propositions de la 
Géométrie moderne. 

ï. 
D'après ce qui précède (§ Vil, i), les Porismes sont- des 
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Données qui se rapportent à des propositions où Ton con- 
sidère une infinité de choses variables suivant une certaine 
loi, comme dans les propositions locales. 

Mais les Données, n'étant plus en usage sous leur pro* 
pre nom, demanderaient elles-mêmes une définition. Il 
sera donc plus simple et plus conforme à Fessence des 
choses de définir directement les Porismes^ d'après leur 
_ caractère propre et abstraction faite de l'idée primitive de 
Donnée. 

Nous reportant au sens bien défini que nous avons attri- 
bué à l'expression de théorème non complet, nous dirons 
que : 

Les Porismes sont des théorèmes non complets^ expri- 
mant certaines relations entre des choses variables sui- 
i^nt une loi commune; relations indiquées dans l'énoncé 
du Porisme, mais qu'il faut compléter par la détermi- 
nation, de grandeur ou de position, de certaines choses qui 
sont la conséquence de l'hypothèse, et qui seraient déter^ 
minées dans l'énoncé d'un théorème proprement dit ou 
théorème complet. 

S'il ne fallait pas introduire dans la définition des Po- 
rismes, pour les distinguer des Données, la condition d'une 
infinité de choses variables, comme dans les Lieux, on 
pourrait dire simplement que : Le Porismeest une proposi-^ 
tion dans laquelle on énonce une vérité, en affirmant qu'on 
peut toujours troux^er certaines choses qui la complètent, 

H. 

On ne peut manquer de remarquer que cette forme de 
théorèmes non complets tend à devenir le caractère le plus 
général des propositions dans beaucoup de parties des Ma- 
thématiques actuelles; qu'il y a donc à cet égard une ana- 
logie incontestable, qu'on était loin de soupçonner, entre 
les Porismes d'Euclide el la plupart de nos propositions 
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modernes. Quelques exemples vont mettre celte analogie 
en parfaite évidence. 

Soit celte proposition : Si Von prend sur le diamètre 
d'un cercle deux points qui dii^isent ce diamètre harmoni- 
quement, le rapport des distances de chaque point de la 
circonférence à ces deux points sera constant. 

Que l'on dise que ce rapport est donné, ce qui ici signi- 
fiera la même chose que constant, on énoncera un Porisme 
dans le style même d'Euclide, 

Pour que la proposition fût un théorème proprement 
dit, comme ceux que l'on irouvfB dans les Eléments d'Eu- 
clide, dans les Coniques d'Apollonius et dans les ouvrages 
d'Archimède, il faudrait faire connaître dans l'énoncé 
même la vajeur de ce rapport constant et dire qu'il est 
égal au rapport des dislances des deux points à l'une des 
extrémités du diamètre sur lequel ces points sont situés (i). 

Dans un cercle, F angle sous lequel on voit, du centre^ 
la partie de cha^fue tangente comprise entre deux tan- 
gentes fixes, est constant. 

Qu'on dise est donnée ce sera un Porisme, 

Mais que l'on dise que cet angle est égal à celui que le 
rayon mené au point de contact d'une des deux tangentes 
fixes fait avec la droite menée du centre au point de ren- 
contre de ces deux tangentes, on énoncera un théorème 
proprement dit ou complet. 

Dans r hyperbole le produit des segments quune tan- 
gente fait sur les asymptotes est constarU, 

Qu'on' dise est donné, on reconnaîtra aussitôt un Po- 
risme. Mais que l'on dise que ce produit est égal à la somme 
des carrés des deux demi-axes de la courbe, on énoncera 
un théorème, 

La Géométrie moderne offre une foule d'exemples sem- 

(i) V. Géométrie dn Legcndre ; Liv. III, prop. XX XIV. 
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blables de théorèmes non complets, qui sont de véritables 
Porismes selon la conception d'Euclide , sinon en apparence 
à cause des dillerences de style, du moins par la nature 
même de la proposition où Von a à démontrer F existence 
cCune chose annoncée^ et à trou\^er (sans invention) la 
manière cTctre^ telle que la grandeur ou la position^ de 
cette chose (i). 

Ce qui précède nous paraît donner une idée bien nette 
de la doctrine des Porismes, et le véritable mot de cette 
énigme qui depuis si longtemps occupe les géomètres. 

Nous y trouvons aussi Texplication d'un point assez em- 
barrassant de l'histoire des Mathématiques : cet ouvrage 
qui, selon Pappus, renfermait une foule d'aperçus féconds, 
utiles et presque nécessaires pour la culture de la Géomé- 
trie, aurait disparu sans que rien en eût remplacé les théo- 
ries dans la science, de sorte que de nos jours il y serait 
absolument étranger. 

Bien loin de là : l'ouvrage d'Euclide n est nullement 
étranger k nos Mathématiques. Au contraire il semble 
qu'elles en aient reçu l'influence, je ne dis pas quant à 
leur origine, le livre était perdu, mais quant à leur forme 
actuelle ; et en réalité nous faisons journellement des Po- 



rismes, a notre insu. 



Cette forme de nos propositions, que nous pouvons dire 
non complètes y eu égard aux théorèmes des Anciens, et 
qui se trouvent ainsi débarrassées de déterminations par- 
fois compliquées et sans utilité, nous paraît être un progrès 
réel : car la science y trouve un degré de simplicité et d'abs- 
traction qui facilite le raisonnement et la combinaison des 
vérités mathématiques entre elles. 

ni. 
En constatant la distinction qu'Euclide avait établie entre 

(i) Voir la note de la p. i5 ci-dessus. 



(57) 
les théorèmes pro^remenl dits on théorèmes complets d'une 
part, et les Données et les Porismes^ cV autre part, nous 
n'entendons pas dire que dans une composition mathémati- 
que on ait toujours dû donner à chaque proposition le nom 
spécial qui lui était propre à ce point de vue. Nous croyons 
qu'au temps de Pappus les géomètres et Pappus lui-même 
négligeaient cette distinction de noms. 

En efFet , d'abord il est à remarquer que Pappus donne 
le nom commun de théorèmes aux Données^ aux Porismes 
et aux Lieux^ dans ses Notices sur ces trois classes de pro- 
positions; car il dit que le livre des Données contient 
90 toÉORÈMES, les trois livres de Porismes 171, et les deux 
livres de^ Lieux plans d'Apollonius i47- 

Secondement, on ne trouve dans le recueil étendu des 
Collections mathématiques aucune proposition sous le titre 
de Porisme, et je crois même aucune sous celui de Donnée, 
quoique plusieurs propositions aient pu être regardées les 
uneâ comme des Porismes, les autres comme des Données, 

Ainsi dans le livre IV, la proposition VII ainsi énoncée : 
Si les quatre côtés d'un quadrilatère j4BCD sont donnés ^ 
et si V angle B est droit, la diagonale BD est donnée, est 
incontestablement une proposition appartenant à la classe 
des Données. Il en est de même des deux propositions VIII 
et IX du même livre. 

Dans le livre VII, la proposition CCXXVIII (qui est un 
des lemmes relatifs aux septième et huitième livres des 
Coniques d'Apollonius) appartient aussi à la classe des 
Données^ car elle porte que : Quand la somme des carrés 
de deux lignes et la différence des mêmes carrés sont 
données, les deux lignes sont données. 

Les quatre propositions CCXXXV-CCXXXVIIIdu même 
livre VII (lemmes relatifs aux Lieux à la surface d'Eu- 
clide), sont tout h fait semblables, quant aux énoncés, 
aux Lieux plans d'Apollonius ; elles expriment que le lieu 
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de tel point variable est une section conique. Ce sont 
donc des Ueux^ conséquemment aussi des Porésmes. La 
dernière de ces propositions contient la propriété de la 
Directrice dans les sections coniques , en ces termes : Le 
lieu d'un point dont les. distances à une droite donnée 
de position et à' un point fixe, sont entre elles dans une 
raison donnée, est une section conique : parabole si la 
raison est l'unité y ellipse si elle est plus grande que l'u- 
nité, et hyperbole si elle est plus petite. 

Ces exemples font voir^ comme nous l'avons annoncé, 
que 11 distinction qu'Euclide avait établie entre les théo- 
rèmes d'une part, et les Données et les Porismes d'autre 
part, eût-elle été jamais observée dans la pratique, je veux 
dire dans la culture des Mathématiques, ne Tétait plus au 
temps de Pappus, et que toutes ces propositions pouvaient 
être confondues indistinctement sous la seule dénomination 
de t/iéorèmes, 

§ IX. — De rutililé des Porismes pour la résolution des problèmes. 

Pappus dit que les Porismes d'Euclîde étaient néces- 
saires pour la résolution des problèmes. Nous avons déjà 
vu (§11) qu'à raison des matières qui formaient le sujet des 
trois livres de Porismes, cet ouvrage devait être extrême- 
ment utile pour les progrès généraux de la Géométrie ; mais 
il s'agit ici d'une utilité spéciale pour la résolution des pro- 
blèmes. Voici comment nous concevons cette utilité. 

C'est que la recherche d'un lieu géométrique déterminé 
par certaines conditions exigeait le secours de quelque Po- 
risme. Car il fallait conclure de ces conditions une autre 
expression du lieu qui fût déjà connue, et qui par consé- 
quent fît connaître la nature du Heu, sujet de la question. 
Or c'est le passage d'une expression du Heu à une autre ex- 
pression qui exigeait un Porisme. 
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Par exemple^ demande- t-on le lieu SU un point dont les 
distances à deux points fixes soient entre elles dans un 
rapport .donné? On démontrera quVZ existe ^ c'est-à-dire 
que Fon peut trouver, (âU4! la droite qui joint les deux points 
donnés) , deux autres points teh^ que les droites menées de 
ces points à chaque point du lieu cherche font entre elles 
un angle droite Proposition qui constitue un Porisme, et 
de laquelle on conclut que le lieu est un cercle. 

Souvent une question de lieu pourra se résoudre par plus 
d'un Porisme. 

Ainsi, dans la question précédente on démontrera, Thy- 
po thèse restant la même, qail existe^ ou qu*on peut trou^ 
s^er un certain point et une longueur de ligne tels, que la 
distance de chaque point du lieu à ce point sera égale à 
cette ligne. 

Ce sera là un Porisme. Et l'on en conclura la connais- 
sance complète du lieu cherché. 

On voit par cet exemple comment on peut concevoir que 
toute question dé lieu ,^ ou problème local, obligeait de pas- 
ser par un Porisme. 

Cette marche est dans la nature des choses et subsiste 
dans les Mathématiques modernes : quelque méthode que 
l'on emploie pour résoudre un problème de lieu^ on peut 
toujours y apercevoir un Porisme. 

Il en est ainsi notamment dans le procédé général de so- 
lution fondé sur l'analyse de Descartes, qui conduit à une 
équation finale entre les coordonnées x^y^ d'où se conclut 
le lieu cherché. Car cette équation constitue un véritable 
Porisme. 

En effet, que cette équation, rapportée à deux axes rec- 
tangulaires, soit, par exemple, 

x^ H- ax +jk' -h i/ = c : 
elle exprime qu'étant pris arbitrairement deux axes rec- 
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taugulâires dans le plan de la figure, on peut dèlerminer 
deux longueurs de lignes a, b, et un espace ou rectan- 
gle c, tels^ que la somme des carrés des distances de chaque 
poimt du lieu aux deux axes^ plus les produits de ces dis- 
tances par les deux lignes a et h, forment une somme 
égale au rectangle c. 

Proposition qui constitue un Porisme à.la manière d'Eu- 
clide, sauf les expressions modernesquî en abrègent l'en once. 

Les Anciens n'avaient pas une pareille méthode générale 
à laquelle ils pussent ramener toutes les questions de Lieux. 
Par conséquent, on conçoit qu'ils ont dû nécessairement 
chercher à multiplier les expressions différentes de chaque 
lieu, c'est-à-dire de chaque courbe, y compris aussi les 
lieux à la droite, et chercher à passer d'une expression à 
chacune des autres. Ce qui se faisait toujours par un Po- 
risme, comme nous l'avons dit. 

Le Traité des Porismes d'Euclide était donc une collection 
de propositions servant à passer ainsi d'une expression 
connue d'un lieu à une autre expression du même lieu, et 
plus généralement servant à passer des conditions connues 
qui déterminent un système de choses variables assujetties 
à une loi commune, à d'autres conditions déterminant les 
mêmes choses variables. 

Nous n'entendons pas dire d'une manière absolue que 
tel était l'objet de tous les théorèmes d'Euclide sans excep- 
tion, mais seulement que tel était leur caractère général 
et le but qu'Euclide s'était proposé en ajoutant au Traité 
des Données celui des Porismes, comme second complé- 
ment des Éléments et provision de ressources pour la cul- 
ture de la Gréométrie supérieure, et spécialement pour la 
résolution des problèmes. 

Quant aux lieux, Euclide n'a traité, dans ses trois livres 
de Porismes, que de la droite el du cercle, ainsi que le 
dit Pappus, et comme le pix)uvenl ses 38 Lcmmes qui ne 
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se rapportent qu'à des figures rectilignes et au cercle. Et 
quant à ceux des Porismes qui ne concernent pas des pro- 
positions /ocâ/e5 proprement dites, on voit par plusieurs 
énoncés de Pappus, dont il suffit de citer celui-ci, du P'* Li- 
vre : <( Telle droite passe par un point donné » et les trois 
derniers duIII*' Livre, qu'il y en avait, même de très -variés, 
dans l'ouvrage d'Euclide. Notre restitution de ces trois, li- 
vres en comprend aussi un assez grand nombre. 

§ X. — Observations et éclaircissements préliminaires au sujet des 
XXIX genres de Porrsmes décrits par Pappus. — Ordre qu'on sui- 
vra dans le rétablissement des trois Livres d'E^ucUde. 

1. 

L'ouvrage d'Euclide était en trois livres et contenait 
171 théorèmes. 

Pappus comprend ces 171 Porismes sous XXIX énoncés 
qu'il appelle genres, dont i5 appartiennent au P*" livre, 
6 au II® et 8 au III®. Il ajoute que les i5 genres du P"" li- 
vre se retrouvent dans le IP avec les 6 propres à ce livre -, 
et de même, que ces 21 genres entrent dans le III® livre 
avec les 8 nouveaux. Il dit que la plupart des Porismes de 
ce IIP livre se rapportent au demi -cercle, et quelques-uns 
au cercle et aux segments. Ce qui indique que les deux 
premiers livres ne roulent que sur les figures rectilignes. 

Dans chacun des XXIX énoncés, hormis le premier qui 
foî'me une proposition complète, Pappus ne décrit que 
les choses cherchées, en omettant les hypothèses qui, dans 
l'ouvrage d'Euclide , donnaient lieu aux propositions. Ce 
sont ces choses cherchées qui constituent les genres. Ainsi 
il dit : (( Voici les genres des choses cherchées dans les pro- 
» positions du P^ livre. » 

11 a dit plus haut : a Ce n'est pas par les différences des 
» hypothèses qu'il faut distinguer les Porismes, mais par 
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» les différences des résultats ou des choses cherchées. » 
De sorte que chaque genre s'applique à des hypothèses 
qui peuvent être très-variées. C'est ainsi que les XXIX 
genres résument les 171 théorèmes que contenait le traité 
desPorismes. 

Il est à remarquer que Pappus a fait du livre des Don^ 
nées d'Euclide une analyse assez semblable, dans laquelle 
il décrit, en termes encore plus généraux que pour les Po- 
rismes, le caractère des différents groupes de propositions : 
il indique le nombre des propositions de chaque groupe, 
mais sans faire connaître aucune proposition en particulier . 
Cette analyse aurait pu servir à rétablir conjecturalement 
les quatre-vingt-dix propositions du livre des Données^ si 
cet ouvrage ne nous était pas parvenu. Il est à regretter 
que Pappus n'ait pas complété son analyse des Porismes en 
y ajoutant, comme pour les Données, le nombre des pro- 
positions de chaque genre. 

Les Porismes, dont nous rappelons ici le caractère essen- 
tiel, sont des propositions dans lesquelles il y a certaines 
choses variables, comme dans les propositions locales / et 
c'est une relation entre ces choses variables (points, lignes, 
segments, etc.) et les choses constantes qui constitue les 
propositions. 

Prenonsquelques exemples des genresdécrits par Pappus. 

Tel point est situé sur une droite donnée de position. 

Cela signifie qu^un point variable a pour lieu géométri- 
que une droite dont la position est déterminée en vertu de 
rhypothèse ou des données de la question . 

On peut croire que cet énoncé comprend toutes les pro- 
positions de lieux qui se trouvaient dans les trois livres 
d'Euclide ; car ces lieux ne pouvaient être qu'à la droite et 
au cercle y et Ton ne trouve pas dans les huit genres spé- 
ciaux au III^ livre ni dans aucun de ceux qui les pré- 
cèdent, un seul énoncé qui exprime uri lieu au cercle, tel 
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que le Ueii à la droite ci-des&us. 11 faut eu conclure que 
les Porismes relatifs au cercle dans louvrage d'Euclide 
exprimaient des propriétés communes à tous les points de 
la circonférence, sans avoir la forme d'énoncé dVn /lea 
propremen t di t . 

Nous devrons nous conformer à cette indication. 

Tell^ droite pusse par un point donné. 

Il s'agit d'un système de droites assujetties à une même 
loi et qui passent toutes par un même point donné virtuel- 
lement, c'est-à-dire dont la position est une conséquence 
des conditions de la question. 

Ce genre comprendra un assez grand nombre de Porismes 
différents, qui se trouveront indistinctement dans les trois 
livres. 

Telle droite est donnée de position. 

Il s'agit d'une droite qui n'est pas considérée comme 
lieu d'un point, et qui satisfait à certaines conditions con- 
cernant des choses variables. Par exemple, ce sera une 
droite sur laquelle certains angles intercepteront des seg- 
ments ^aux, ou une droite avec laquelle coïncideront les 
diagonales de certaines figures, etc. 

Ces genres de Porismes, que nous venons de citer, sont 
très-simples, et les choses cherchées y sont indiquées ex- 
plicitement. Mais dans d«autres questions les choses cher- 
chées sont multiples et peuvent n'être pas toutes indiquées 
explicitement, quelques-unes restant sous-entendues. Alors 
il peut y avoir incertitude et l'énoncé pourra s'entendre de 
plusieurs manières. 

Prenons celui-ci, qui forme le XV® genre : 

l'elle droite fait sur deux autres droites données de 
position des segments dont le rectangle est donné. 

Il s'agit d'une droite variable de position qui fofme sur 
deux droites fixes deux segments dont le rectangle est con- 
stant; la valeur de ce rectangle est donnée virtuellement, 
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c'est-à-dire qu elle est une conséquence de Thypothèse, qu^il 
faut déterminer. 

L^énoncé est susceptible d'un autre sens. On peut sup- 
poser que les origines des deux segments sont deux points 
donnés de fait, et que les données virtuelles, c^est-à-dire 
les choses que Ton a à trouver, sont les directions des deux 
droites fixes menées par ces points, et la valeur du rec— 
tangle constant. 

On voit par cet , exemple comment un même énoncé 
pourra se prêter à plusieurs interprétations différentes qui 
produiront ainsi une sorte de subdivision des genres des 
Porismes. 

II. 

Nous grouperons ensemble, dans chaque livre, les Poris- 
mes d'un même genre, pour mettre un certain ordre dans 
un si grand nombre de propositions si diverses, et faci- 
liter le jugement que l'on portera sur ce travail de rétablis- 
sement. Mais nous n^avons pas de raison de penser qu'Eu- 
clide se fût assujetti à cet ordre d'une manière rigoureuse, 
car il n'aurait pu l'observer tout au plus qu'à l'égard des 
propositions d'un même livre , puisque les genres du 
P*" Livre se retrouvent dans le IP, et ceux du P' et du II* 
dans le IIP. , 

Pour quelques propositions seulement nous nous sommes 
écarté de l'ordre que nous venons de tracer. Nous les avons 
placées à la fin du IIP livre : ce qui simplifie la démons- 
tration. Car elles sont ainsi précédées par certaines autres 
dont elles pouvaient se conclure aisément. 

Nous nous renfermerons strictement dans les énoncés de 
Pappus, c'est-à-dire dans les XXIX genres qu'il a décrits. 
C'est pour cela qu'on ne trouvera pas dans notre restitution 
des trois livres d'Euclide de lieux au cercle qui pourraient 
pourtant se présenter en grand nombre dans un Traité des 
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Porismes. Toutefois, les propriétés du cercle, que dans 
d'autres circonstances on exprimerait par des propositions 
de lieux proprement dites, entreront sous des énoncés dif- 
férents et toujours conformes aux genres décrits par Pâppus, 
dans notre IIP livre, où elles seront assez nombreuses. 

Les dix Porismes qui forment les dix cas de la proposi- 
tion des quatre droites sont du genre des lieux à la droite : 
cependant, comme Pappus dit qu'ils se trouvent au com- 
mencement du P*" Livre, et qu'il en parle d'une manière 
particulière, nous les avons placés les premiers et en quel- 
que sorte hors ligne, sans lés comprendre dans le genre 
des lieux à la droite, qui n'est décrit que le ^second. 

Le genre décrit le premier par Pappus est le Porisme 
énoncé d'une manière complète, où il s'agit de trouver une 
droite et sur cette droite un point qui sera l'origine de seg- 
ments en rapport donné avec d'autres segments. 

On pourrait, à la rigueur, rattacher ce Porisme au 
V* genre énoncé ainsi : Telle droite est donnée de 
position, La recherche du point fixe sur cette droite serait 
une condition implicite, comme nous l'avons dit ci-dessus. 
Mais sans nous arrêter à l'incertitude qui peut naître ici, et 
pour nous conformer strictement au texte de Pappus, nous 
regarderons le Porisme dont il s'agit, comme formant le 
V^ genre du V^ Livre. Pappus, en reproduisant par excep- 
tion cet énoncé tout entier, peut avoir eu l'intention de 
donner un exemple tant de la forme la plus commune que 
du caractère et de la nature des Porismes. Car celui-ci nous 
paraît être, à certains égards , comme nous l'expliquerons 
tout à l'heure, une sorte de type de nombreuses proposi- 
tions des trois Livres. 

Simson a pensé que ce Porisme était le premier (i) 



(i) 11 l'intitule : Prop. XXIII. Quae estPorisma I Lib. ï Porismatum Eu- 
clidis. (^Opera quœdam retitjua, etc, p. 4oo.) 

5 
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du P"" Livre. Nous croyons,, au contraire, que les premiers 
Porîsmes dans Touvrage d'Euclide étaient les dix cas de la 
proposition des quatre droites. Plusieurs raisons nous sera* 
blent l'indiquer. D'une part, Pappus dit, comme nous l'a - 
vons déjà fait observer plus haut, qu^Euclide a placé ces 
propositions a au commencement du 1" Livre ». Il est vrai 
que le premier des XV genres qui résument les nombreux 
Porismes de ce livre comporte des propositions différentes; 
mais Pappus ne dit pas que ce P*" genre renferme précisé- 
• ment le premier Porisme. De sorte que ce passage n'infirme 
pas celui qui le précède et qui serait formel, si le texte où se 
lit le mot « commencement » n'offrait une lacune. 

Mais, d'autre part, et indépendamment de ce motif, une 
raison tirée des Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes 
nous a paru tout à fait décisive. 

Pappus présente le premier Lemme comme s' appliquant 
au premier Porisme, et le second Lemme au second Porisme, 
et il n y a plus de mention semblable pour aucun des autres 
Lemmes. Or ces deux Lemmes conviennent si naturelle- 
ment à deux cas de la proposition des quatre droites, qu'on 
peut dire qu'ils en sont l'expression immédiate. De plus, il 
'en est de même des cinq Lemmes qui suivent les deux pre- 
miers : c'est-à-dire qu'on en Conclut aussi immédiatement 
cinq autres cas de la même proposition. Les trois cas qui 
complètent les dix se démontrent sans le secours d'aucun 
Lemme avec une très- grande facilité. Nous ajouterons que 
les Lemmes qui viennent après ces sept premiers trouvent 
leur emploi naturel pour la démonstration des Porismes 
appartenant aux genres successifs du V^ Livre-, et enfin, 
que ces sept premiers Lemmes, desquels nous déduisons 
sept cas de la proposition des quatre droites, n'ont pour 
la plupart, les deux premiers ^notamment, aucun usage 
dans les dém,onstrations des autres Porismes. 

11 semble donc résulter, avec quelque certitude, de ces 
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raisons tcrutes concordantes , que les dix cas de la proposi- 
tion des quatre droites formaient les premiers Porismes 
dans l'ouvrage d'Euclide. • 

§ XI. — Analyse des XXIX genres de Porismes. — Expression algé- 
brique des genres qui comportent des relations de segments. — Autres 
genres qui se rapportent aux mêmes matières. 

I. 

Le Porisme qui constitue le I**" g^nre, et dont la descrip- 
tion est suflSsamment complète, peut être regardé comme 
une espèce de type commun à nombre d'énoncés de Poris- 
mes. Mais c'est seulement à plusieurs égards, comme nous 
l'avons dit; et il ne s'agit que de certaines circonstances de 
Fhypotlièse, qui peuvent se répéter dans différents genres. 
Il est en effet très-facile de voir qu'on satisfait à la plupart 
des genres par des propositions dont les hypothèses variées 
contiennent cependant des éléments semblables, savoir: 
Deux droites qui tournent autour de deux points fixes en se 
coupant toujours sur une droite donnée de position, et qui 
font sur deux autres droites fixes, ou sur une seule, deux 
segments qui ont entre eux une certaine relation constante, 
~ Ce seront les différences entre ces relations constantes qui 
donneront lieu aux différents genres. 

Mais le IP Livre présente un caractère spécial : c'est que 
parmi les six genres qui s'y rapportent, il y en a quatre 
au moins dans lesquels les segments considérés sont néces- 
sairement formés sur une seule droite-: pour les deux 
autres genres ces segments peuvent être formés indifférem- 
ment sur une seule ou sur deux droites 5 tandis que dans les 
genres àxiV^ Livre, hormis deux ou trois peut-être, les seg- 
ments paraissent être formés toujours sur deux droites. 

Sans nul doute les relations générales entre les segments 
formés sur deux droites ont lieu de même sur une seule 
droite, puisqu'on peut supposer que les deux droites, qui 

5. 
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d'ordinaire sont données à priori comme faisant partie de 
l'hypothèse, soient coïncidentes. Mais ce cas particulier 
donne lieu à de nouvelles relations, d'une autre forme, dans 
lesquelles' entre le segment compris entre les deux points ' 
variables. Or ce sont ces relations spéciales qui nous parais- 
sent faire le caractère propre de quatre des six genres attri- 
bués par Pappus au II® Livre. 

Dans le IIP Livre on a encore à considérer, dans beau- 
coup de propositions, deux droites tournant autour de 
deux points fixes et formant, soit sur deux droites soit sur 
une seule, des segments entre lesquels il existe des relations 
semblables à celles des deux premiers Livres. Mais ces rela- 
tions ont lieu dans le cercle: les deux points fixes sont pris 
sur la circonférence même, et les deux droites qui tournent 
autour de ces points se coupent sur cet Je circonférence, au 
lieu de se couper sur une droite, comme dans les deux pre- 
miers Livres. Il y a en outre, dans ce III® Livre, divers autres 
genres relatifs au cercle. 

Presque toutes les relations de segments, sinon toutes, 
des deux premiers Livres, sont de celles qui expriment que 
deux points variables sur deux droites ou sur une seule 
forment deux divisions homo graphiques. Ces relations sont 
des équations à deux, à trois, à quatre ou k cinq termes. 

II. 

Pour qu'on en juge, nous allons présenter un tableau 
des XXIX genres décrits par Pappus, en fixant par une 
équation le sens que nous attribuons à chaque énoncé où 
«ntre une relation de segments. 

7*** Livre, 

Genres. 

Km ^ ' 

-^ • s II I ■ , . ■ I, I ■ ■ ■ 

(f) Les lettres m, m', m'\ M, p^ p' désignent dans les formules qui Tont 
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Genres. 

II. Tel point décrit une droite donnée de position. 
--_. h m . Sm - 

IV. ^ = 1. 

mm 

V. Telle droite est donnée de position. 

VI. Telle droite passe par un point donné. 

VII. ^ = X. 

Km 

» 

vm. ^=i. 

Mm 

IX. rr-r = ^- Divisions homographiques sur deux 

a. A' m' v^ X 1 

droites. 

X. J'm . Im! = V -h fx . rnmf. Divisions homographiques 
sur une droite. 

XI. Enoncé incomplet. 

- -VTT ^/w+X.B/w A/W4-X.B/W 

XU. = a, ^^j—, = /i, 

C/w ^ ' Cm' * ' 

A/w-j-X.B'/w' km -+->.B'/w' 

Divisions en parties proportionnelles sur deux ou sur trois 
droites. 

Xin. Am.O^ = AW.Cyp'. 

^jwT Am H- B/iï T^• • • 

XIV. — —, — -, — = fx. Divisions eu parties proportion- 
nelles sur deux droites. 

XV . Im.J'mf = v. Divisions homographiques sur deux 
droites. 

m ■ ■ ■ ■ ■ — ■■■ ^ M ■■ — » —■■ ..i^i ■ ■i—i ■■ ■■Il ^.w ■ ■ . „ MM, 

suivre des points variables. Ce sont, en général, les extrémités des segments 
entre lesquels ont lieu les relations qui nous paraissent répondre aux énon- 
cés de Pappus. Les lettres A, B, . . . désignent des points fixes, origines deB 
segments; ces points sont donnés, de fait ou virtuellement. Enfin, Xy /jl^. ., 
représentent des lignes, des espaces, ou des rapports constants, qui sont 
aussi donnés, de fait ou virtuellement. 
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7/* livre. 

Genres. 

AVI. ~ = fA. Divisions homographiques sur 

une droite. 

XVIL ^— ; — = /x. Divisions homographiques sur 

une droite. 

XVIII. ^^ ^-^ — ; ' = a. Divisions ho- 

mm ^ 

mographiques sur une droite. 

^-^ Aw(B';n'-h>.C'/?i')+Dwia,.E'm' ^a. . . 

AlA. j- =.a. Divisions 

mm ' 

homographiques sur une droite. 

V-, A/?ï.B'm' + Cm.D'z/t' t\« • • t i . 

AA. t;^ = |x. Divisions homographi- 
ques sur deux droites. 

XXI. \m,Vni = V. Divisions homographiques sur deux 
droites. 

111' Livre, 

A Ail. — ; — 7 = A. Divisions homographiques sur 

C/w.D /w D r T. 

deux droites ou sur une seule. 

XXIII. —, = a. 

mm * 

XXIV. Am.J^m! = ii^A'm\ Divisions homographi- 
ques sur deux droites ou sur une seule. 

XXV. Om =fjt.D/?. 

WT7T (Al72 -+-B/w)X.C'm' T\« • • 1- -1 • 

AAVl. ^ j = [Â, Divisions homographi- 
ques sur une droite. 

XXVn. Un point duquel on peut mener deux droites 
(variables) qui comprennent un triangle donné d'espèce. 
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Genres». 

XXVIII. Un point d'où partent deux droites (variables)' 
qui interceptent des arcs égaux. 

XXIX. Un point par où passe une droite faisant avec 
telle autre un angle donné. . 

On remarquera qu^indépendamment du P"^ genre dont 
nous avons fait ressortir le caractère, quatre genres, III^ 
IV, VII, VIII, semblent exprimer une même chose, savoir^ 
que le rapport de deux lignes est constant. On pourrait 
donc croire au premier abord qu'il y a ici confusion, par 
suite de quelque erreur dans le texte. Mais il existe des 
différences notables dans les expressions de Pappus, et il a 
eu certainement en vue des propositions qui ne sont pas 
identiques, notamment quant aux choses que l'on cherche. 

Ainsi nous pensons que, dans le IIP genre, on consi^ 
dère des segments dont les origines sont connues^ et que 
l'on a simplement à démontrer la constance du rapport 
entre les deux segments variables, et à trouver la valeur de ce 
rapport 5 que dans le VIP, qui semble avoir la même équa- 
tion, une seule origine est donnée, et que les choses cher- 
chées sont la seconde origine et la valeur du rapport constante 

Le IV^ genre diffère de ces deux-là^ en ce qu'on n'y 
considère qu'un segment compté à partir d'un point Gxe, 
et que l'autre segment est l'abscisse comprise entre les deux 
points variables. 

Dans le VHP genre, l'une des deux droites variables 
dont le rapport est constant n'est pas Un segment compté 
sur une droite fixe, mais bien une oblique ou une perpen- 
diculaire abaissée d'un point variable sur une droite donnée 
de position. 

Ces quatre genres sont donc différents. Ils embrassent, 
dans leurs applications, une foule de propositions relatives 
aux points homologues de deux droites divisées en parties 
proportionnelles. Ils donnent lieu aussi à différents autres 

5* 



' 
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Porismes dans lesquels les deax lignes qui sont en rap- 
port constant, partent de deux points ou d'un seul dans 
des directions variables : par exemple, ce seront, dans le 
in^ Livre, deux droites qui aboutissent à chaque point 
d'une circonférence de cercle. 

m. — Autres genres qui ne se trouvent pas dans les Porismes d'Euclide. 

Nous venons de voir que la plupart des relations de 
segments qui font le sujet d'un grand nombre des Porismes 
d'Euclide expriment que deux séries de points sur deux 
droites, ou sur une seule, forment deux divisions homogra- 
pbiques. 

Il existe plusieurs autres relations par lesquelles on repré- 
sente les mêmes divisions et qui par conséquent auraient pu 
se trouver dans l'ouvrage grec. 

D'abord l'équation 

B'm' "" ^' 

dans laquelle a est une ligne donnée, de fait ou virtuel- 
lement, exprime deux divisions eu parties proportionnelles, 
sur deux droites ou sur une seule, et donne lieu à d'assez 
nombreux Porismes. 

Ensuite quatre autres exprimeront chacune deux divi- 
sions homographiques générales, faites sur deux droites ou 
sur une seule : 

si = C' 

(a -f-^.Aw)B'/w' + V 

n±^ = 1"^ 

a.A/n.B'm'-h6.Bw.Cm'=Bm.B'/»', 

(A/w-f.B/?i)C'/w' 

F =f^- 

C//I ' 

Les deux suivantes résultent de deux divisions faites sur 
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une même droite, comme l'indique le segment mnJ : 

(« + \,km)W m' -h Am 

} L- :=: IX ■ 

mm ' 

(a-t-X.A/n)B'/M' 

^ 7^ == f^- 

mm^ ' 

Ces diverses, équations donneraient lieu, si Ton voulait, à 
des Porismes qui, par la nature des matières, feraient suite 
aux trois Livres d'Euclîde. 

Tous ces Porismes sont très-propres à faire le sujet 
d'exercices pour les jeunes géomètres, d'autant plus qu'ils 
appartiennent aux théories qui forment les bases de la géo- 
métrie moderne. Euclide n'a traité que de la ligne droite 
et du cercle ; mais la plupart de ses Porismes s'étendent avec 
la même facilité à la théorie des sections coniques (i) et à 
des spéculations ultérieures. 

On ne peut se refuser, je crois, à reconnaître ici combien 
Pappus avait raison de dire que l'ouvrage d'Euclide ren- 
fermait les germes d'une foule de choses d'une invention in- 
génieuse et d'une étude agréable et nécessaire. 

§ XII. — Analyse des XXXVIII Lemmes de Pappus relatifs aux 
Porismes (a). — Corollaires des Lemmes III et XI. 

Les XXXVin Lemmes de Pappus se peuvent classer en 

(i) Après avoir donné, dans VÀj>eiçu historique (p. 279), deux Porisme» 
généraux qui comprennent parmi leurs conséquences multiples un très* 
grand nombre de Porismes d'Euclide sur les figures rectilignes, j'ai fait 
voir quHl existe aussi dans la théorie des coniques, et du cercle par suite, 
deux propositions toutes semblables, qui constituent les propriétés les plus 
fécondes de ces courbes. {Aperçu; Notes XV et XVl; p. 334-344') 

(3) Nous donnerons plus loin, dans le § XIV, les énoncés de ces Lemihes, 
qvte le lecteur aura souvent à consulter. Nous n'y joignons pas les démons- 
trations faciles de Pappus. On les trouvera, accompagnées des Commentai- 
res de CiOmmandin, dans ses deux éditions des Collections mathcmatitjues. 
Simson les a aussi données, avec quelques éclaircissements, dans son Traite- 
des Porisrnes: mais ce géomètre a placé les XXX.VIII Lemmes dans un ordre 
tout différent de celui de Pappus, et sans s'astreindre toujours à reproduire 
le texte exact des énoncés originaux (lu'il généralise parfois. 
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trois catégories : 23 sont relatifs à des figures rectilignes ; 

7 se rattachent au rapport harmonique de quatre points, et 

8 concernent le cercle. 

Des 23 Lemmes relatifs à des figures rectilignes, 6 ont 
pour objet le quadrilatère coupé par une transversale; 
6 Tégalité des rapports anharmoniques de deux sys- 
tèmes de quatre points qui proviennent des intersections 
de quatre droites issues d'un même point, par deux autres 
droites; 4 peuvent être considérés comme exprimant une 
propriété de Thexagone inscrit à deux droites; 2 don- 
nent le rapport des aires de deux triangles qui ont deux 
angles égaux ou supplémentaires \ 4 autres se rapportent 
à certains systèmes de droites que nous définirons plus 
loin ; et enfin le dernier est un cas du problème de la sec- 
tion de r espace. 

Nous allons essayer de faire connaître dans Fanalyse sui- 
vante le caractère particulier de chacun de ces XXXVIII 
Lemmes, qui tous, plus ou moins, nous seront utiles. 

Les Lemmes I, II, IV, V, VI et VII (propositions 127, 
128, i3o, i3i, i32 et i33 du Vil® Livres des Collections 
mathématiques de Pappus), qui ont pour objet le quadri- 
latère coupé par une transversale, contiennent chacun une 
relation entre les segments que les quatre côtés et les deux 
diagonales du quadrilatère forment sur cette transversale 
considérée dans des positions différentes. 

Dans le Lemme IV (proposition i3o), la transversale 




a une position quelconque, et la relation démontrée par 
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Pappus est une des équations à six segments par lesquelles 
on exprime Imvolution de six points. Soient a, a'\ b^ b 
et Cj c\ les points dans lesquels la transversale rencontre 
les couples de côtés opposés et les diagonales du quadrila- 
tère. La relation est 

ab .b' c ca . . 

a'b'M' "^ Z7' ''^' 

Les Lemmes I, II, V et VI sont des cas particuliers de 
cette proposition générale. 

Dans leP"" et le II®, la transversale est parallèle à un côté 
du quadrilatère. 

Dans le V®, la transversale passe par les points de con- 
cours des côtés opposés, et la proposition reyîent à celle-ci : 
les deux diagonales divisent en parties proportionnelles la 
droite qui joint les points de concours des côtés opposés. 

Le Lemme VI peut être considéré comme un cas particu- 
lier du V*, la droite qui joint les points de concours des 
côtés opposés est parallèle à une diagonale. 

Enfin, dans le Lemme YII, la transversale passe par un 
seul point de concours des côtés opposés, et est parallèle à 
une diagonale. La relation démontrée est un cas particulier 
des relations dUnvolution à huit segments, savoir : 

ca = cb.cb' . 

Les Lemmes III, X, XI, XIV, XVI et XIX (proposi- 
lions 129, i36, 187, 140, 142, i45) sont ceux qui établis- 
sentl'égalité des rapports anharmoniques que qua trediroites 
issues d'un même point déterminent sur deux droites trans- 
versales : mais il faut supposer que ces deux transversales 
partent d'un même point* de l'une des quatre droites. En 
réalité, on considère trois droites concourantes en un même 
point, coupées en deux systèmes de trois points a, A, c. 



(i) V. Géom. sup,f art. 184 et SSg. 



1 
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et a', i', c', par deux transversales menées d'un point quel- 
conque P. Il existe entre les segments formés sur les deux 
transversales l'équation 

Va^ba_Pa^^b^ Va.hc _ Pa\b'c' 

p7 • Â^"" Pc' • ^'c' ^" P^7^~"Pc'.a'^'' 

que Pappus énonce ainsi : Le rectangle Pa.bc est au rec- 

s 




tangle Pc . ai, comme le rectangle Va' .V c' est au rectangle 
Vc'.a'b'. 

C^est là le Lemme UI. 

Le Lemme X (proposition i36) en est la réciproque. 
11 prouve que quand Téquation a lieu, les deux points c, 
c' sont en ligne droite avec le point de rencontre des deux 
droites aa\ bb'-^ ou que les trois droites aa', bb\ ce' con- 
courent en un même point. 

Le Lemme XVI (proposition 142) est le même que le X*", 
démontré différemment. 

Le Lemme XI (proposition 137) est un cas particulier du 




np. L'une des transversales est parallèle à l'une des trois 
droites, et l'équation devient 

Pa_Pfl^^Pc' Va'.b'c' _Va 

JZ'^Tw'*¥P ^^ Vc'Ma' "" ha ' 
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Le Lemme XIV (proposition i4o) est ]a réciproque de 
celui-là : il exprime que quand T équation précédente a 
lieu, les deux droites aa\ bb' et la parallèle à Pai, me- 
née par le point c', concourent en un même point. 

Enfin, le Lemme XIX (proposition i45) est encore un 
cas particulier du Lemme III. Quand trois droites issues 
d'un même point sont coupées par deux, autres , menées 
par un point P, en a, ft, c et a', i', c\ si Ton a 

ba bc 

Va' Pc' 

il s'ensuit que 77-7 = tt-,* 
* b a b c 

Les quatre Lemmes XII, XIII, XV et XVII (propositions 
i38, i39, i4ij *43) peuvent être considérés comme expri- 
mant la propriété de Fhexagbne inscrit à deux droites, 
savoir que , quand les sommets d'un hexagone sont situés 
trois à trois sur deux droites, les points de concours des 
côtés opposés sont en ligne droite. 

Dans les Lemmes XII et XV, les deux droites sont paral- 
lèles, et dans les Lemmes XIII et XVII elles ont une direc- 
tion quelconque. 

Il est à remarquer qu'ici, dans les démonstrations, Pap- 
pus se sert des Lemmes ni, X, XI et XIV, c'est-à-dire de 
la proposition de l'égalité des rapports anharmoniques des 
deux systèmes de quatre points déterminés sur deux droites 
par trois autres droites issues d'un même point : savoir, 
des Lemmes XI et X pour le Lemme XII -, des Lemmes III 
et X pour le Lemme XIII^ des Lemmes XI, III et XIV 
pour le Lemme XV, et enfin des Lemmes III et XVI pour le 
Lemme XVII. 

Les Lemmes XX et XXI (propositions 146 et 147) disent 
que quand deux triangles ont deux angles égaux ou supplé- 
mentaires, leurs surfaces sont dans le même rapport que 
les rectangles des côtés qui comprennent ces angles. 
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Le Lemme Vin ( proposition i34) a un énoncé très-bref, 
qui en laisse difficilement apercevoir le sens; cependant on 
reconnaît qu'il peut signifier que : 

Quand deux angles ont leurs côtés parallèles deux à 
deux, si par le sommet de chacun d'eux on mène une 
droite quelconque qui coupe les deux côtés de Vautre, les 
quatre points d intersection sont deux à deux sur deux 
droites parallèles . 

Cela est un cas particulier d'une propriété relative à deux 
angles quelconques, qu'on peut aussi envisager d'un autre 
point de vue, et énoncer de cette manière : 

Si par les points de concours des côtés opposés dun 
quadrilatère on mène deux droites quelconques qui ren- 
contrent les quatre côtés en quatre points, ces points sont 
deux à deux sur quatre autres droites qui se coupent deux 
à deux sur les deux diagonales du quadrilatère (i). 

Le Lemme IX (proposition i35) peut exprimer que: 

Si par les commets dun trapèze on mène quatre droites 
concourantes rn un même points et par le point de ren- 
contre S des dmix côtés non parallèles une transi^ersale 
parallèle aux deux autres côtés, laquelle rencontre les 
quatre droites en quatre points^ le produit des distances 
du point S à deux de ces points est égal au produit des 
distances du même point S aux deux autres points. 

C'est-à-dire que les quatre points déterminent une invo- 
lution dont le point S est le point central (2). 

Cette proposition est un cas particulier d'une propriété 
d'un quadrilatère quelconque, savoir, que : 

Les trois couples de droites menées d'un même point 
aux sommets opposés et aux points de concours des côtés 

opposés d*un quadrilatère sont bn inuolution (3). 

jM^— ■ Il I ■ ■■III I —^.——«t—»^»—i^«..—^^«»<-i^.^^^^^—^^.j^i^^i.^i— »».»«— ^^ 

(i) V. Géom. sup., art. l\o[\. 

(2) Ibid., p. iSg. 

(3) Ihid,, p. l[\^. 
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On peut voir dans le Lemme XVIII un lien à la droite, 
construit dans un triangle. Pappus emploie dans la démons- 
tration les Lemmes X, XI et XVI. 

Le Lemme XXXII (proposition i58) concerne deux 
triangles qui ont un angle commun. Le côté de l'un, opposé 
à cet angle, fait sur le côté de Tautre, aussi opposé à Tangle 
commun^ et sur la droite qui va du sommet au milieu de c^ 
côté, des segments qui ont entre eux une certaine relation. 

Le Lemme XXXVIII et dernier (proposition 164), qui 
est aussi le dernier des 23 Lemmes consacrés aux figures 
rectilignes, est un problème. Il s'agit, dans un parallélo- 
gramme, de mener par un point donné sur un côté une 
droite qui forme avec deux autres côtés un triangle de même 
surface que le parallélogramme. 

Nous arrivons aux sept Lemmes XXII, XXIII, XXIV, 
XXV, XXVI, XXVII, XXXIV (propositions 148 à 1X7 et 
160) qui se rattachent au rapport harmonique de quatre 
points. Ils ont pour but de déduire les unes des autres cer- 
taines relations qui appartiennent à ces quatre points situés 
sur une même droite. Une relation étant donnée, on en 
conclut une autre. Mais ces relations n'ont pas lieu préci- 
sément entre les quatre points, car, hormis une seule, il 
y entre toujours le point milieu de deux points conjugués, 
qui remplace Tun dés deux points. 

Ces sept Lemmes n'en font en réalité que quatre, parce 
que trois sont les mêmes que trois autres, n'en difiérant 
que par la position relative des points donnés. 

Appelons «, a' et enfles deux systèmes de points conju- 
gués, qui sont en rapport harmonique, a le milieu du seg- 
ment €ta' et O le milieu de ef^ nous exprimerons les sept 
Lemmes brièvement ainsi : 

Lemmes XXII et XXIV. Si Ton a ae = iOa,eix , il 
s'ensuit 



O a =. aoL -h O 6' 



\ 
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LemmesXXm et XXV. Si Oa.Oa' =0^' , il s'ensuit 

ea,ea' = aeO.ea, 

ea' =0a'.2ea, 



ea =Oa.ieoL, 

3 



Lemmes XXVI et XXVII. Si ^r— , = znr, ? il s'ensuit 



0a.0a'=:0e. 

Lemme XXXIV. Si — - =: -r-:i il s*ensuit 

ea' fa' 

ef.ea. = ea.€a\ 
fa.fa^ =fa.fe. 

Enfin les huit Lemmes qui concernent le -cercle sont les 

xxvm, XXIX, XXX, XXXI, xxxm, xxxv, xxxvi 

et XXXVn (propositions i54-ï57, 169 t2t i6i-i63). 

Du Lemme XXVIII (proposition i54) il résulte que si 
d'un point P on mène deux tangentes à un cercle, et une 
transversale quelconque qui rencontre le cercle en deux 
points a, a' et la corde de contact en un point a, ce point 
et le point P divisent en parties proportionnelles le segment 
aa', c est-à-dire que Ton a 

Va aoL 
Va' "" ^'* 

Dans le Lemme XXXV (proposition 161) le point P est 
intérieur au cercle-, on démontre que le lieu du point a, 
déterminé par cette même proportion, est une droite. 

Ces deux propositions, qui n'en font réellement qu'une, 
renferment, on le voit^ la propriété principale de la tliéorie 
des pôles et polaires dans le cercle. 
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Le Lemme XXIX (proposition 1 55) est un problème. On 
demande d'inscrire dans un segment de cercle ACB deux 

cordes AC, CBqui soient dans un rapport donné -. La so- 
lution se réduit à faire voir que la tangente au point C ren- 
contre la corde AB en un point T^ pour lequel on a 

DA CÂ' E^ 



DB ^^ P 

Le Lemme XXX (proposition i56) démontre que les 
droites menées des extrémités d'une corde à un point de la 
circonférence divisent harmoniquement le diamètre per- 
pendiculaire à cette corde. 

D'après le Lemme XXXI (proposition iS^), si d'un point 
P donné sur le diamètre AB d'un cercle, on mène une 
droite à un point de la circonférence, et par ce point une 
corde perpendiculaire à cette droite, cette corde inter- 
cepte sur les tangentes aux extrémités du diamètre AB deux 
segments A m, Bm', dont le rectangle est égal au rectangle 
constant P A. PB. 

Le Lemme XXXIII (proposition 159) exprime qu'un 
point P étant donné sur le diamètre AB d'un cercle, si l'on 
prend sur le prolongement du diamètre le point Q tel, qu'on 

ait QA.QB = QP, et que par ce point on élève la perpendi- 
culaire au diamètre, toute droite menée par le point P ren- 
contre le cercle en deux points et la perpendiculaire en un 
troisième point tel, que le carré de sa distance au point P est 
égal au rectangle de ses distances aux deux points du cercle. 
Le dernier de ces huit Lemmes relatifs au cercle, le 
Lemme XXJCVI, n'a d'autre but que cette vérité élémen- 
taire : Quand une corde d'un cercle est parallèle à un dia- 
mètre, les pieds des perpendiculaires abaissées des extré- 
mités de la corde sur le diamètre sont à égale dislance des 
extrémités du diamètre. 

6 
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Corollaires des Lemmes III et \l. 

IVous placerons ici trois corollaires immédiats des Lem- 
mes m et XI. Formulés utie fois pour toutes, ces corollaires 
évidents rendront inutile la répétition du court raisonne- 
ment qu'on pourrait faire directement sur les Lemmes. 
Nous les invoquerons sans autre explication, et nous abré- 
gerons par là les démonstrations dans le cours de notre long 
travail. 

Le Lemme IQ, dont le XP n'est qu'un cas partictdîer, est 
certainement la proposition la plus importante de toute 
cette vaste théorie des Porismes d'Euclide , ainsi que nous 
avons eu occasion de le dire il y a longtemps, en présen- 
tant une courte analyse du Vil* Livre des Collections ma- 
thématiques de Pappus, dans V Aperçu historique ( i). 

Corollaire I. Quand quatre droites A, B, C, D concou- 
rantes en un même point S sont coupées par deux autres 
quelconques dans les deux séries de points a^ b, c, d et af, 
h'j c', d', on a l'équation 

ac bc «V h'c' ac.bd a'c',h'd' 



ir^TTi.^ ou 



ad' bd a'd'^b'd' ad.bc a'd'.b'c' 

En effet, que par le point a on mène une parallèle à la 
droite a'b'\ elle rencontre les droites B, C, D en V\ d'^ d^\ 
et Ton a, d'après le Lemme III, 

aç.bd _ ac\b''d" 
ad.bc ^ ad\b"c^' 



(i) Aperçu, etc., p. 33-35 et 38-39. * ^*^^ ^^ présente naturellement une 
>» observation qui pourra justifier l'importance que nous ayons déjà cherché 
» à donner à la proposition 1 29 de Pappus et à la notion du rapport anhnr- 

» moni^ue En prenant la proposition dont il s'agit pour point de d»- 

» part dans un essai de divination des Porismes, nous avons obtenu divers 
» théorèmes qui nous ont paau répondre aux énoncés en question. » — Voir 
aussi lu note (3) de la page 1 1 ci-dessus. 
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Mais les segments ac'\ b"d\.., sont proportionnels à 
a'c', i'fi?',..., à cause des parallèles ab"y a!b'\ cette équa- 




tion donne donc celle qu'il s'agit de démontrer. 

Corollaire IL Quand quatre droites SA, SB, SC, SD 
concourent en un même point S, si Von mène une droite 
qui les rencontre en quatre points a, b, c, d, et une paral- 
lèle à SD, qui rencontre les trois autres en a', b', c', on 




aura, entre ces deux séries de points, la relation 



ab db a'b' 



ac ' de a! c' 



En effet, que par le point a on mène à la droite alV une 
parallèle qui rencontre SB et SC en M et c/^ On a, d'après 
le Lemme XI , 



ab db ab" 



ac * de 



ac 



// 



Mais, à cause des parallèles, — j, = -r—r Donc, etc. 

* ^ ae a c 

6. 
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tHorollaire III. Quand on a quatre droites A, B, C, D, 
partant d'un même point, et quatre autres droites A', B', 
G, D' partant aussi de ce point ou d^un autre quelcon- 
que^ en jaisant entre elles y deux à deux y des angles 
égaux aux angles des premières y si F on mène deux 
transi^ersales quelconques qui rencontrent respectivement 
ces deux systèmes de quatre droites dans les points a, b, c, 
d et a', b', c', d', on aura Véqualion 



ac 



a'c' h'c' ac.bd a'c'.b'd' 



ou 



ad' bd a'd'b'd' ad.bc a'd'.ù'c 

En effet, si les angles des droites A', B', C, D' sont for- 
més dans le même sens de rotation que ceux des droites A, 
B, C, D, on pourra, à cause de Tégalité des angles des deux 
faisceaux de droites, superposer le second sur le premier, 
c'est-à-dire le placer de manière que les quatre droites 
A', B', C, D' coïncident respectivement avec les quatre A, 
B, C, D. Alors Téquation qu'il s'agit de démontrer sera 
«celle du Corollaire I. 

Si les angles des droites A', B', C\ D' ne sont pas dans le 
même sens que ceux des droites A, B, C, D, il est clair que 
Téquation a encore lieu, car on ramène ce cas au précé- 
dent, en supposant qu'on fasse tourner le plan du second 
faisceau autour d'une droite fixe quelconque de ce plan, 
jusqu'à ce que, après une rotation de i8o degrés, il re- 
vienne coïncider avec le plan du premier faisceau. 

Donc, etc. 

§ Xin. — Usage des XXXVIII Lemmes de Pappus pour le rétablis- 
sement des trois Livres de Porismes. 

Nous avons dit (§§II et XI) que la plupart des Porismes 
transmis par Pappus expriment des relations de segments 
qui se rapportent aux dii^isions h orno graphiques sur deux 
droites ou sur une seule. 
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Après avoir reconnu ce caractère général, nous eûmes à 
soumettre chaque énoncé énigmatique à différentes hypo- 
thèses pour en tirer les propositions ou Porismes qu'il pou- 
vait renfermer : il fallait y distinguer surtout les choses 
variables de celles qui restent fixes et constantes ^ les choses 
données de fait, des données virtuelles ou à trouver 5 les cas 
divers où les segments que l'on considère sont formés tantôt 
sur deux droites, tantôt sur une seule 5 où ils ont une ori- 
gine fixe, et où les deux extrémités sont variables, etc. C'est 
après de nombreux essais, que nous sommes parvenu à nous 
fixer sur le sens précis que nous devions donner à chaque 
énoncé de Pappus et sur les diverses propositions ou Porismes 
qui découlaient de cette interprétation ou pouvaient s'y rat- 
tacher. Puis il fallait une démonstration de chacune de ces 
propositions. Cette démonstration eût été facile pour le très- 
grand nombre de celles qui se rattachent aux divisions ho- 
mographiques ; car il suffisait d'exposer d'abord, comme 
nous l'avons fait dans le Traité do Géométrie supérieure^ 
une théorie générale de ces divisions. C'est ainsi que nous 
avions procédé quand nous avons écrit la Note de Vjé perçu 
historique sur les Porismes (i). Mais depuis, enaious prépa- 
rant à mettre au jour cet essai de rétablissement conjectural 
de l'ouvrage d'Euclide, nous avons craint que ces démons- 
trations faciles, fondées sur des théories modernes, ne don7 
nassent lieu à quelques doutes sur la coïncidence de nos idées 
avec celles du géomètre grec, et ne fussent le sujet d'objec- 
tions spécieuses contre les probabilités de notre réussite 
dans ce travail de divination. Cette considération nous a 
décidé à ne plus invoquer la théorie générale des divisions 
homographiques, et nous nous sommes astreint à refaire 
pour chaque Porisme de nouvelles démonstrations directes 
et spéciales, ne reposant que sur des principes et des pro- 

(1) ApercUf etc., p. 274-2S/1. 
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positions que Ton pût regarder comme familières à Eu- 
clîde. 

Nous avions sans doute à craindre d'entreprendre un 
travail qui De fût pas sans difficultés. Mais heureusement 
les Lemmes de Pappus, qui déjà dans Torigine avaient 
servi puissamijnent à nous dévoiler le caractère général des 
Porismes d'Euclide, nous ont encore été ici d'un grand 
secours. Non-seulement chaque Lemme nous a fourni le 
sujet d'un ou de plusieurs Porismes qui ^'en pouvaient 
conclure sans autre démonstration, mais nous avons reconnu 
dans plusieurs de ces propositions des éléments de dé- 
monstrations propres à presque tous les autres Porismes. 
Il nous a suffi d'ajouter aux trente-huit Lemmes de Pappus 
les trois corollaires qui terminent le paragraphe précé- 
dent. 

Sans autre secours que ces trente -huit Lemmes et ces 
trois corollaires , et en nous renfermant strictement dans 
les XXIX genres décrits par Pappus, nous avons obtenu 
deux cents et quelques Porismes, dont le très-grand nom- 
bre, sinon tous, pouvaient entrer dans l'ouvrage d'Euclide. 
Nous nous proposions d'abord d'en écarter une quarantaine, 
pour en réduire le nombre aux lyi annoncés par Pappus. 
Mais nous avons éprouvé quelque embarras quand il s'est 
agi de faire cette exclusion, et nous avons préféré en laisser 
le soin aux géomètres qui nous liront, nous réservant de 
profiter de leur jugement. 

Qu'on ôte, ou non, de ces propositions, nous espérons 
qu'on reconnaîtra que les démonstrations de toutes ne s'é- 
cartent pas des éléments contenus dans les Lemmes de Pap- 
pus, et ne dépassent pas les connaissances qu'Euclide pou- 
vait supposer à ses lecteurs. Nous devons prévenir toutefois 
que quelques Porismes seront présentés sous un énoncé plus 
général que celui qui devait probablement se trouver dans 
l'ouvrage grec. Car on conçoit que pour éviter certaines dif- 



r 
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Qcultës^ provenant principalement de la direction des seg- 
ments dans les figures, difficultés dont la Géométrie moderne 
est affranchie, à son grand avantage, Euclide a dû souvent 
adapter les énoncés de ses propositions à des figures spé- 
ciales ou particulières. Mais le caractère propre de ces pro- 
positions n^en était nullement altéré. 

§ XIV. — Énoncés des trente-huit Lemmes de Pappus sur les 

Porismes d'Euclide. 

I. Lemme pour le premier Porisme du P' Livre. SoU la 
figure ABCDEFG; et soit ï^ï = î^* Qu'on joigne HK-, je 
dis que HK est parallèle à AC. 



II. Lemme pour le deuxième Porisme. Soit la figure 
ABCDEFGH ; que AF soit parallèle à DB, et quon ait 

AK ce 

=rp == ^ : les trois points H, K, F seront en ligne droite. 



F H * 

m. Si les trois droites AB, AC, AD sont coupées par 
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les deux HE, HD, ye dis que le rectangle construit- sur 
HE, GF est au rectangle sur HG, FE, comme le rectangle 
sur HB, DC est au rectangle ji/rHD, BC. 




C'est-à-dire que 

HE.GF HB.DC 



ou 



Hfi GB EE FE 



HG.FE~HD.BC " HD ' CD "" HG ' FG 

IV. Soit, dans la figure ABCDEFGHKL, 

AF . BC _ AF.DE 
AB.FC ■" AD.EF' 

Je dis que les trois points H, G, F sont en ligne droite 




V. Soit la figure ABCDEFGH, dans laquelle on a 
— — = — . «Te dis que les trois points h ^ G, H sont en ligne 
droite. 
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VI. Que, dans la même figure, DF soit parallèle à AG; 
je dis que AB = BC. Et si AB = BC, je dis que DF est pa- 
rallèle à AC 




VII. Que^ dans la même figure encore j BD soit troi- 
sième proportionnelle aux deux CB, BA 5 je dis^que FG'est 
parallèle à AC. 




VIII. Si, dans la figure ABCDEFG, DE est parallèle à 
BC, etY£, parallèle à ^¥, DF sera parallèle à CG. 




IX. Dans le triangle ABC on mène les droites AD, AE 
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et ia droite FG parallèle à BC, puis les droites FH, GH. 

Si 77^: = rrrr-» je dis que KL est parallèle à BC. 

X. 0« coupe les deux droites BAE, DAG par les deux 
HD, HE [sur lesquelles on prend les deux points C, F), 



Si Von a 



DH.BC HG.FE 



DC.BH- HE.FG' '^ ^'^ ^"^ ^' '''^^ ''^'''^^ ^' 
A, F 50/it en ligne droite, 

fi 




XL Soit le tîiangle ABC -, on mène AD parallèle à BC, 
e^ ime droite DE ^ui rencontre BC e/i ii/i point E. Je rfw 
„ DE.FG CB 

^/"^^^'^^ÊFTgd^bê- 




XIL 



E B 

Ces choses étant démontrées^ il faut faire voir que 
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si deux droites parallèles AB, CD sont coupées par d* autres 
AD, AF, BC, BF, puis^ quon mène les deuxED, EC, les 
trois points G^ M, K seront en ligne droite. 

Xm. Mais que les droites AB, CD ne soient pas paral- 
lèles et qu^ elles concourent en un point N : je dis que les 
trois points G, M, K seront encore en ligne droite, 

B 




C F D 

XIV. Soit AB parallèle à CD, et que Von mène AE, 

BC; si Von prend sur BC le point F tel, quon ait 

DE CB.GF . ï. f ^ . • ^ A *n T\ 

— = —-—5 je dis que les trois points A, r, D sont en 

ligne droite. 




XV. Cela étant admis ^ soit AB parallèle à CD, et que 
[des points E, F pris sur ces droites) Ton mène les droites 
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FA, FB, EC, ED, puis^ qu^on joigne les deux BC, GK; je 
dis que les trois points A, M, D sont en ligne droite. 

XVI. Quand deux droites AB, AC sont coupées par deux 
autres DB, DE menées d'un point D, si sur celles-ci on 

j^ ' ^ n V* j r . EG.FD BH.CD 

prend deux points Cîr, H tels, que i on ait ^^ ^^ = , 

^ '^ ' 'Y DE.GF BD.CH 

je dis que les trois points A, G, H sont en ligne droite, 

A 




XV n. Mais que CD ne soit pas parallèle à AB, et que 
ces droites concourent en un point N [je dis que les points 
A, M, D seront encore en ligne droite), 

k 




XVIII. Soit le triangle ABC \ AD parallèle à BC, e^ que 
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Von mène DE, FG, de manière que Von ait ■ = ~-^ ; 

je dis que si ton mène BD, les trois points H, Kj C seront 

en ligne droite. 

XIX. Quand trois droites A'b, KCt^ Kl) sont coupées par 

deux autres EF, EB menées par un point quelconque E, 

.1) EF £H . 1. » £B £D 

silona 'f^ = ^'1^d.is que Ion aura — =—> 




CD E 

XX. Soient deux triangles ABC, DEF <^/o/ii /e5 angles 
A, D 5o«^ égaux; je dis que le rapport des rectangles 
AB. AC, HFu.DY est égala celui [des aires) des triangles. 

A 





XXI. Que les angles k et D fassent ensemble deux 





1 
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angles droits, je dis que le rapport des rectangles A6 .ÂC, 
DE. DP est encore égal au rapport des [aires des) deux 
triangles. 

XXn. Soit une droite AB sur laquelle on prend deux 

points C, D, tels^ que Von ait 2 AB.CD = CB, je dis que 

/o«a AD = ÂcVdb\ 

A C D B 



XXin. 5* BA . BC = BD, je dis que Von a ces trois éga- 
lités : 

(AD + DC).BD=:DA.DC, (AD-+-DC).CB=ï5cJ 

(AD-+-DC).AB=Âd'. 

\ S S P 

XXIV. Soit la droite KR, et deux points C^ D, tels^ que 
Von ait CD = 2 AC.DB, je dis que Von aura 

ab = âdVcb'. 

A G D B 

• • • • 



XXV. Soit BA .BC = BD -, je dis quon a les trois éga- 
lités : 

(AD — DC).BD = DA.DC5 (AD — DC).CB = DC• 
( AD — DC ) BA = AD l 

A De lî 



XXVI. Si Von a — ; = ^=3 » je dis que Von aura 

^^ DC 



BA.BC = BD. 



€ B D 

-• » • 
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XXVII. Soit encore — -; = 3:::;, ; je dis nue Ton aura 

DC 



BC 



BA.BC = BD. 



A 



D 



B 



-*'• 



XX Vin. Si les droites DA, DC touchent le cercle ABC, 
et que Von mène AC (eîDEB),7e dis que Von aura 



Bp__BF 
DK"~FË 




XXIX. Problème. Un arc de cercle étant décrit sur la 
ligne AB, y inscrire les cordes AC, CB qui soient entœ 
elles dans un rapport donné. 




XXX. Soit un cercle dont le diamètre est AB; quan 
mène une corde DE perpendiculaire au diamètre^ et une 
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autre corde DF 5 quon joigne EF qui prolongée rencontre 

le diamètre en G 5 je dis quon aura — - = — -• 

XXXI. Soit un demi'Cercle décrit sur AB5 qu'on mène 
par les points A, B les droites BD, AE perpendiculaires 
sur AB^ puis la droite DE, et en son point F {situé sur le 
cercle) la perpendiculaire FG qui rencontre le diamètre 
AB ew G : je dis que F on aura AE . BD = G A . GB. 

D 




XXXn. Soit le triangle ABC, dont le côté AB est 
égal à AC •, si par un point D, pris sur le prolongement de 
AB o» mène Yf^j faisant le triangle BDE égal en surface 
au triangle ABC 5 puis y quon divise en deux parties égales 
le côté AC par la droite BF : je dis que Von aura 



FB 



FG 



BG AF , , 
FH 




(1) Simson remarque [Opéra ^uœdam...,j p. 533) que dans la démonstra- 
tion de ceLeratne, que donne Pappus, il n'y a rien qui exige que le triangle 
ABC soit isocèle comme le prescrit l'énoncé. Il pense que le texte a été altéré 
par rintroduction de cette condition restrictive. Et en effet, le Porisme que 
nous tirerons de ce Lemme est général^ quel que soit le triangle. 



(97) 
XXXin. Soit un cercle et une droite DE perpendi- 
culaire au diamètre AB prolongé^ que Von prenne le 

point G tel^ que F on ait FA . FB = FG 5 je dis que si d'un 
point quelconque E(de la droite DE) on mène la droite 
EG prolongée jusquen H, on aura 

eh.ek = êg\ 




XXXIV. *Si Fon a (entre les quatre points A, B, Ç, D) 
î_ AD 
BC~ DC 



— - = —, > et que le point E soit le milieu de AC, je dis 



E D 



B 



que Ton aura les trais égalités 

EB.ED=ÊC- DB.DE = DA;DC; BA.BC = BE.BD. 

XXXV. Cela étant, soit un cercle et une droite HE per- 
pendiculaire au diamètre AB prolongé, et que Fon prenne 




AF 

le point G tel, que Von ait r=^ 

FB 



AG 
GB 



; je dis que si d\in 

7 
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point quelconque de DE, comme rie E, on mène KG pro- 
longée jusquen H, on aura 

HE_HG 
EK "" GK' 

XXXVI. Soit un demi^eercle décrit sur AB, et {la corde) 
-CD parallèle à AB^ qu^on mène les perpendiculaires 




6 B 



CE, DG ; je dis que AE = GB. 

XXXVn. Soit un demi'-cercle décrit sur AB ; que Fan 
mène CD d'un point C quelconque (pris sur AB prolongé) y 




A B 



puis la perpendiculaire DE; je dis que Ton aura 

AC = CdV ( AC + CB) AE. 

XXXVin. Un parallélogramme AD étant donné de 
position, mener tTun point donné V^ [de la hase BD du 
parallélogramme) la droite EF qui fasse le triangle FCG 
égçil au parallélogramme, 

F A C 




D E 



m»—i 
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I™ LIVRE DES PORISMES 




Les dix cas de la proposition des quatre droites. 

PorismbI. — Lorsque deux droites SA, SB^ow^coa- 
pées par une troisième en A et B, si l'on pf^nd sur celle-ci 
deux points P, Q situés, respectivement, du même côté 
des points A. et B, et un troisième point p^ situé en dehors 

du segment PQ, et déterminé 

par fa relation 

PA QB' 

P ^ * û B g u ensuite on fasse tourner au- 

tour de ce point une transs^ersale qui rencontre les droites 
données SA, SB e« di eth\ et qui on mène les droites Pa^ 
Qb qui se coupent en m : ce point est situé sur une droite 
donnée de position. 

En effet, le Lemme I (proposition 12^) exprime préci- 
sément que la droite qui joint le point S au point m est 
parallèle à AB ; d'où résulte l'énoncé du Porisme. 

Nota, Les lettres S, A, B, p, P, Q, «, i, m de notre 

figure et la proportion ^ ^= tt^ correspondent aux lettres 

FA yo 

H, G, C, A, F, D, E, B, K et à la proportion ^ = g^ de 

la traduction de Pappus par Commandin (que nous citons 
toujours, à défaut du texte resté manuscrit). 

Nous ferons observer que le Porisme subsisterait, c'est-à- 
dire que le lieu du point m serait encore une droite paraU 
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lèle à AB, si les points P, Q se trouvarent respectivement 
Je côtés didfërents de A et B, pourvu qu'alors on prit sur le 
segment PQ, et non en dehors, le point p satisfaisant tou- 
jours, bien entendu, à la proportion. 

Si nous n'avons pas fait mention de ce cas, qui compléte- 
rait renoncé dont le Porisme est susceptible, c'est qu'il n'est 
pas indiqué dans les figures du Lemme de Pappus, qui toutes 
(au nombre de cinq) présentent les points P, Q du même 
côté de A et B respectivement. 

Il est à croire qu'Euclide, qui se bornait a répandre dans 
ses Porismes le germe de propositions fécondes, n'a donné 
qu'un des deux cas que comporte le sujet, parce que l'autre 
cas ne demandait aucun changement à la démonstration. 

Dans la Géométrie moderne, il n'y a pas lieu de distin- 
guer les deux cas dont il s'agit : on les renferme tacite- 
ment dans la seule proportion -^ = tt^ en attribuant des 

^ ^ pQ QB 

signes aux segments : car il résulte de cette simple conven- 
tion (en supposant la proportion écrite comme on la voit), 
que le point p, qui à défaut des signes aurait toujours deux 
positions, n'en a plus qu'une, savoir : en dehors des points 
P et Q quand les segments PA et QB sont dirigés dans le 
même sens, et entre les points P et Q quand ces segments 
sont dirigés en sens contraire. 

On conçoit combien les géomètres grecs ont dû souvent 
être embariassés de difficultés que ce principe des signes fait 
disparaître dans la Géométrie moderne. 

Porisme II. — On donne deux droites SA, SB et deux 

points P, Q^ une parallèle (fuelconque 
à la droite qui joint ces deux points, 
rencontre les deux droites données en a 
et h'^ on mène les droites Pa, Qb qui 
se coupent en m : ce point m est situé 
sur une droite donnée de position. 
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La démonstration se trouve dans le Lemme II (proposi- 
tion 128). Car, d'après ce Lemme, la droite S m rencontre 
la droite AB en un point R détermine par la proportion 

BA^QP 
AR PR' 

et qui par conséquent est fixe. Le point m se trouve donc 
sur une droite SR déterminée de position, c. q. f. d. 

'Nota. Le quadrilatère aSbm de notre figure, et les 
points A, B, Q, P, R, sont dans Pappus DHBK et E, A, C, 

G, F; et la proportion ci-<lessus est—- = ---• 

Er Gr 

PoRiSME III. -^ Etant donnés deux droites parallèles 

AX, BY et trois points p, P, Q 

situés en ligne droite^ si autour 

du point p on fait tourner une 

transversale qui rencontre les> , 

deux droites en a et b , et qu^on 

mène les deux Pa, Qh qui se 

coupent en xa: ce point m est situé sur une droite donnée 

de position. 

Conséquence du Lemme lU (proposition 129). En 

effet, qu'on mène par le point m une parallèle aux deux 

droites AX, BY, qui rencontre la droite PQ en R', et la 

transversale pab enc\ on a, d'après le Lemme III, applî--. 

que aux trois droites /wQ, mR, wP coupées par les deux 

droites p PQ, pab^ 

p_P QV __pa ba 
jK'QK^yc' Je' 

Mais, à cause des parallèles, le deuxièipe membre est égal 
, f>A BÀ ^ 
%-R^BR-^^^^ 

pP QP _ pA BA 
pR ' QR~ ^ ' BR' 
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oa 

QR_ pA.QP 
BR "^ pP.BA* 

Ce qui prouve que le point R est indépendant de la direc- 
tion de la transversale p ab. Donc, etc. 

PoRiSME IV. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et trois points p, P, Q situés en ligne droite; si autour 

du premier p on fait tourner une 
transversale qui rencontre tes deux 
droites en dLeth\ puis^ quon mène 
les droites Pa, Qb qui se rencon^ 
trent en va. : ce point m est situé 
sur une droite donnée de position. 
Ce Porisme est le cas général de la qaestion des quatre 
droites. Il se conclut immédiatement du Lemme IV (pro- 
position i3o), qui exprime une des relations à six segments 
existantes entre les six points de section des c6tés et des 
diagonales d'un quadrilatère, tel que aSbm^ par une traas- 
versale. Ici cette relation devient 

QP.Bp.RA==AB.PR./>Q. 

Pappus récrit sous forme d'égalité de deux rapports de rec- 
tangles faits sur les segments, en y introduisant le facteur 

p R, ainsi : 

p R . QP _ p R . BA 
p Q . RP "" pB . AR* 

Le point m se trouve donc toujours sur la droite SR dont 
la position est déterminée par cette ^alité. c. q. f. d. 

Nota. Le quadrilatère aSbm et les points A, B, Q, P, 
jO, R sont dans Pâppus KGLH, et E, D, B, C, A, F, et la 
relation de segments est 

AF.BC _ AF . DE 
AB . FC "~ AD . EF' 
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PaRUHE V, -n- Lorsque deux droites SA, SB en rencon- 
trent une troisième en A et B, si l'on prend sur celle-ci 
deux points p, P, tels, que l'on ait 



PA 






qu'autour du point p on fasse tourner une droite qui ren- 
contre SA, SB, en a, b, et qu'on mène les deux droites 
Pa, Ab qui se coupent en m: ce point sera sur une droite 
donnée de position. 




En effet, d'après le Lemme V (proposition i3i), les trois 
points pj S, m sont sur une même droite; c'est-à-dire que 
le point m est situé sur la droijte pS donnée de position. 

c. Q. F. n. 
PoRiSME VI. — Étant données deux droites SA, SB, 

si Von mène parallèlement à la base AB 
une droite qui les rencontre en a e^ b ; 
puis y les deux droites Ab et Ba qui se 
coupent en m : ce point m est situé sur 
une droite donnée de position. 

Ce cas est la conséquence immédiate du 
Lemme VI (proposition i^'^) qui exprime que quand les 
côtés d'un triangle sont coupés par une parallèle à la base, 
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les droites menées des extrémités de la base aux deux points 
de section des côtés, se rencontrent sur la droite menéedu 
sommet au milieu de la base. 

Observation. Quelque simple et élémentaire que soit ce 
cas particulier, il n'y a pas de raison de croire qu'il ne figu- 
rait pas dans l'ouvrage d'Euclide, puisque Pappus a jugé à 
propos de donner un Lemme non moins simple, qui en est 
l'expression évidente. 

De plus, il est à considérer qu'au temps d'EucIide on ne 
regardait pas deux droites parallèles comme présentant un 
cas particulier de deux droites concourantes en unpoint, ni 
comme donnant lieu, dans une proposition de Géométrie, 
aux mêmes conséquences que ces dernières. Il fallait tou- 
jours une démonstration spéciale, qui pouvait différer de la 
démonstration du cas des droites concourantes; et c'est ce 
qui a lieu dans ce Porisme. 

Il parait que ce fut Desargues, qui, vers le premier tiers 
du xvii^ siècle, introduisît, à cet égard, dans la Géométrie 
des idées de généralisation si^ heureuses et si conformes à 
l'esprit des Mathématiques ( i ) . 

Porisme VII. — Deux droites SA, SB sont données ^ et 
sur une transs^ersale AB on prend deux points p, P, tels, 

que Von ait 

pA = pP.pB; 

si autour du point p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre SA, 
SB e/} a et b; puis y quon mène les 

deux droites Pa, Ab qui se coupent en m : ce point m sera 

situé sur une droite donnée de position . 

Ce Porisme est la conséquence immédiate du Lemme VII 




(i) V. Traite des propriétés projectiles des figures, de M. Poncelet, p. 38 et 

39. — Aperçu historiquep p. 76. 



( .o5 ) 

(proposition i33), d'après lequel la droite S m est parallèle 
à la base AB. 

« 

Nota, Les lettres S, A, B, P, p, a, é, m de la présente 
figure sont F, A, D, C, B, E, H et G dans Pappus. 

Observation, En s' appuyant sur la réciproque de ce 
Lemme VII, on en conclurait le Porisme suivant ; 

Étant données deux droites SA, SB, et sur la droite 

AB un point P, on mène à AB, des 

parallèles dont chacune rencontre 

SA , SR en a eth\ puis y on joint les 

points A et b, P et a, par des droites 

qui se coupent en m : ce point est situé 

sur une 'droite donnée de position. 

En effet, d'après la réciproque du Lemme, la droite S m 

rencontre la base AB en un point fixe R que détermine 

la relation 




RA=RB.RP. 

PoKiSME Vin. — Quand deux droites SA, SB, sont 
données, ainsi que deux points p, Q •, si autour du point p 
on fait tourner une transi^ersale qui rencontre les deux 

droites en deux points a, b; que 
par le premier on mène une pa- 
rallèle 3lV à la droite pQ, et par 
le deuxième la droite bQ qui 
coupe la parallèle en m : ce point 
m est situé sur une droite donnée 
de position . 
Soit R le jpoinl dMntersection des droites Sm et AB, et 
c celui de a Pet SB: on a, par les triangles semblables, 

AR am pQ 




AB 



Donc 



am 
ac 

AR 
ÂB 



et 



B 



am 



ac 
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autre droite est dans une raison donnée avec une certaine 

abscisse. 

X^^IIL Que le rectangle qui a pour côtés la somme de 
deux droites et la somme de deux autres droites, a un rap- 
port donné avec tel segment. 

XIX. Qu un rectangle qui a pour côtés telle droite et 
une autre droite augmentée d une seconde qui a un rapport 
donné avec telle autre droite, et le rectangle construit sur 
telle droite et telle autre qui a un rapport donné avec telle 
droite, ont leur somme dans un rapport donné avec une 

certaine abscisse. 

XX. Que la somme de ces deux rectangles est dans un 
rapport donné avec le segment compris entre tel pomt et un 

point donné. 

XXL Que le rectangle compris sous telle droite et telle 

autre est donné. . 



XU« Livre des .Porismes. 



» Dans le IIP Livre, le plus grand nombre des hypothèses 
concernent le demi-cercle -, quelques-unes le cercle et les 
segments. Pour les choses cherchées, la plupart ressemblent 
aux précédentes. 

» Il y a en outre celles-ci : 

XXII- Que le rectangle de telles droites est au rectangle 

de telles autres dans un rapport donné. • 

XXIIL Que le carré construit sur telle droite est à une 
certaine abscisse dans un rapport donné. 

XXIV. Que le rectangle construit sur telles droites est 
égal au rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le 
segment formé par tel point à partir d un point donne. 

XXV. Que le carré construit sur telle droite est égal au 
rectangle qui a pour côtés. une droite donnée et le segment 
formé par une perpendiculaire, à partir d'un point donne. 
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Ainsi la droite Sm pa^îse toujours par uu même point R 
dëterininé par cette proportion; et le point m se trottve 
sur une droite donnée de position. c. q. f. d. 

autrement. La démonstration du Porisme se peut en€K>re 
conclure de la réciproque du V Lemme de Pappus \ la pro- 
portion qui vient d'être démontrée résulte du parallélisme 
des lignes pQ et am, d'après cett^ réciproque. 

Nota. Le quadrilatère aSbm et les points A, B, Q, p, R 
sont indiqués dans Pappus, KEBH et F, A, C, D, G ; et la 
proportion est 

AF _ AD 

FG"" DC' 

Elle répond, lettre pour lettre, à la précédente renversée 

BA __Bp 
ÂR ~" Q^' 

PoRisME IX. — Etant donnés deux droites SA, SB et 
trois points p, P, Q situés sur une troisième droite paral- 
lèle à Vtine des premières SB, autour du point p on Jait 

tourner une droite qui rencontre SA, 
SB en a et h] par ces points on mène 
les droites aP, bQ quiée coupent en 
un point m : ce point est sur une 
droite donnée de position. 
En effet, menons la droite Sm qui rencontre PQ en R, 
On a dans le triangle ASR coupé par la droite Piwa, 

PA mR aS 
PR mS ah 

Or, en vertu des triangles semblables, 

mR_QR aS__8b 

~mS ST' aX^ Ap' 

I/équalion précédente devient donc . 

PA Qa S* _ 
PR' S* ' A|o "*" *' 




( I07 ) 

PR PA 
ou — = — • 

QR Ap 

Âmsi le point R est donné, c est-à*dire (jue sa position 
est fixée par les conditions seules de Ténoncé : ce qui dé- 
montre le Porisme. 

Observation. Le théorème cité sur le triangle coupé par 
une transversale, était bien connu des Anciens. On le trouve, 
comme on sait, dans les Sphériques de Ménélaus et dans 
Yjilmageste de Plolémée. Pappus le démontre dans son 
'VIII'^ Livre (i)-, il s'en sert pour la démonstratton du 
I***^ Lemme sur les Porismes \ et, de plus, dans le cours de 
celle du TV'' Lemme, il établit la réciproque, en faisant 
voir que si trois points pris sur les côtés d'un triangle 
satisfont à la relation de segments qui constitue le théo- 
rème en question, ces trois points sont en ligne droite (a). 
Il y a lieu de penser qu'Euclide lui-même faisait usage du 
théorème , et que c'est par cette raison que Pappus ne 
fait pas difficulté de remployer dans ses Lemmes sans le 
démontrer. • 

PoRisHE X. — Étant donnés deux droites par^lèles 
AX, BY, et trois points |d, P, Q situés sur une même 
droite parallèle aux pretnières, autour du point p an fait 

tourner une droite qui rencontre AX^ BY 
&I2 a et b ; par ces points on mène les disux 
droites aP, bQ qui se coupent en m: le 
lieu de ce point est une droite donnée de 

P ^ ^ position. 

En effet, on a dans le triangle jO^Q coupé par la droite 

mh ab Po 

■ « Il ' ' ». I * é r • a 

/TïQ ap PQ 

■■ ■ ■ ..Il - ■■ 

(i) Aperçu historique ^ p. igi. 

(3) M. Bi*el4n (de Champ) a &it eette remarqne; V. Journal de Mathéma» 
tiques de M. Liouville, f. XX, ann. i855, p. 220 et q23. 
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Le deuxième membre de cette égalité est Iconstaiit. Doue 
le rapport de mb à m Q est constant. Donc le point m est 
sur une droite parallèle à BY, et déterminée de position. 

• G. Q. F. D. 

Observations relatives aux dix Porismes précédents. 

Tels nous paraissent être, parmi les cas très-multî plies 
de la question des quatre droites , les dix cas qui se sont 
trouvés dans les Porismes d^Euclide. Les sept premiers se 
concluent si naturellement des sept premiers Lemmes de 
Pappus, que nous avons du voir dans ce fait une raison 
décisive pour fixer notre choix et adopter l'ordre dans 
lequel nous les avons placés^ d^ autant plus que les Lem- 
mes qui* viennent ensuite donnent lieu, dans l'ordre même 
de Pappus, à des Porismes qui appartiennent aux genres 
qu'il a décrits subséquemment, comme nous l'avons déjà 

dit (S X, II). 

Mais il ne suffi Ait pas, selon nous, d'avoir rétabli d'une 
manière très-probable ces dix Porismes. Pourquoi Euclide 
avait-il choisi ces propositions seules? Pourquoi avait-il 
exclu les autres? C'est ce qu'il fallait examiner. Cette étuJe 
sur la pensée et l'oeuvre d'Euclide n'était pas sans intérêt. 
Voici les Considérations auxquelles elle nous a conduit. 

On remarque qu*il existe, dans toutes les figures des pro- 
positions dont il s'agit, d'une part, un quadrilatère Samb 
( sauf le nombre relativement petit des cas où les deux droi- 
tes données SA, SB sont parallèles, ce dont nous parlerons 
plus tard); et d'autre part, trois points p, P, Q situés tou- 
jours en ligne droite, et que, pour abréger, nous appelle- 
rons pôles. La diversité des Porismes auxquels donne lieu 
la question doit donc provenir des différentes positions que 
la droite des pôles peut prendre par rapport au quadrila- 
tère. 
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Euclide paraît s'être proposé de préseiUer, outre le cas 
général, trois classes de cas particuliers bien distingués par 
les positions de cette droite. Premièrement, la droite des 
pôles est parallèle aux côtés et aux diagonales du quadrila- 
tère Samb'^ secon4ement, cette droite passe par un ou par 
deux des trois points de concours soit des côtés opposés, 
^ttit des diagonales du quadrilatère: et troisièmement, ces 
deux conditions sont simultanées,, c'est-à-dire que la droite 
des pôles passe par un ou par deux de ces. trois points de 
concours, et est en même temps parallèle à un côté ou à 
une diagonale. 

Ajoutons que dans Fénumération des cas auxquels don-f 
nent lieu ces trois hypothèses, Tauteur des Porismes a, écarté 
tous ceux dont la démonstration serait I4 même que celle 
d'un cas déjà donné. 

Ce sont, je ne puis en douter, ces motifs qui ont dirigé 
Euclide dans le choix de ses dix Porismes. , 

En effet, le cas général est le Porisme IV qui repose sur. 
la relation générale à six segments entre les six points 
de section des côtés et des deux diagonales du quadrila- 
tère par la ligne des pôles. 

Dans le Porisme I, la diagonale Sm, c'est-à-dire la droite 
lieu du point m, se trouve parallèle à la ligne des pôles. Pour 
que cela arrive, il faut qu'il y ait entre le$ trois pôles une 
certaine relation qui fait le sujet du Lemme I. 

Dans le Porisme II, la droite des pôles est parallèle à* 
l'autre diagonale ab du quadrilatère ; ou, ce qui revient au 
même, le point p est à l'infini. 

Dans le Porisme VIII, la droite des pôles est parallèle au 
côté am du quadrilatère, auquel cas le point P est à Tinfini. 

Dans le Porisme IX, la droite des pôles est parallèle à la 
droite SB. , 

Tels sont les quatre cas auxquels donne lieu la première 
des positions caractérisées ci-dessus, c'est-à-dire le para lié- 
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lisme de la droite des pôles avec l'un des côtes ou Tune des 
diagonales du quadrilatère. 

Trois Porismes se rapportent aux deux autres positions 
indiquées. 

Dans le Porisme V, la droite des pôles contient à la fois 
le point de concours des deux diagonales Sm, ab et celui 
des deux côtés Sa, &m; il en résulte que la droite lieu d^ 
point m, passe par le point p, en même temps que le point 
Q coïncide avec le point A. 

Dans le Porisme VI, la droite des pôles passe par les points 
de concours des côtés opposés du quadrilatère Sa/n$ , et 
est, en même temps, parallèle à la diagonale ab ; en d'autres 
termes, les pôles Q et P coïncident, respectivement, avec 
les points A et B, et le point p est i Tinfini. 

Dans le Porisme VU, enfin, la droite des pôles passe par 
le point de concours des côtés Sa, bm (de sorte que Q 
coïncide avec A), et elle est parallèle à la diagonale Siti. 

Ces huit Porismes dérivent, comme on le voit, de la con- 
sidération du quadrilatère S amb. Les Porismes III et X, qui 
complètent le nombre des dix cas annoncés par Pappus, se 
rapportent aux cas dans lesquels le quadrilatère cesse d'exis- 
ter parce que les deux droites SA, SB sont parallèles. C'est 
ce que nous pouvons exprimer simplement aujourd'hui en 
disant que le sommet S du quadrilatère se trouve à l'infini. 

Revenons au quadrilatère pour rechercher les cas omis> 
par Euclide. Ce sont tous ceux qui résultent des positions 
suivantes de la droite des pôles : i^ quand cette ligne passe 
simplement par un seul des trois points de concours des 
côtés opposés ou des diagonales du quadrilatère, sans qu'on 
Tassujettisse à être parallèle à aucun côté; 7? quand elle 
passe par les deux points de concours des côtés opposés, sans 
condition de parallélisme; 3^ lorsqu'enfin elle passe par le 
sommet S du quadrilatère, avec ou sans condition de pa- 
rallélisme. 
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Telles sont les trois espèces de positions omises par Eu- 
clide. Yoici les raisons de cette omission. 

Pour la premièi^ espèce, la démonstration est absolument 
la même que pour le cas générai (Porisme IV) ; car l'équation 
à six segments sur laquelle repose la démonstration, Subsiste 
entre les six mêmes segments, quand la transversale qui 
coupe le quadrilatère passe par un point de concours, soit 
de deux côtés opposés, soit des deux diagonales. Aussi 
voyons-nous que Pappos a compris ce cas particulier dans 
son Lemme IV, en le ^représentant par une des huit figures 
auxquelles la démonstration s'apfdique. 

Dans la deuxième espèce la démonstration subsiste encore; 
seulement la relation à six segmeuts se réduit à quatre, parce 
que deux segments deviennent égaux ( sans être infinis) . 

Enfin, si Euclide n'a pas considéré les positions qui 
feraient passer la droite des pôles par le sommet S du qua- 
drilatère^. c'est que les Porismes qui peuvent en résulter ne 
seraient, à Tégard du point |S, que des cas particuliers d^un 
Porisme général qui devait se trouver plus loin ; car il est 
indiqué, d'une manière non douteuse, par les Lemmes XII 
et XIII de Pappus. Dans ce Porisme les données sont les 
miémes quant aux deux droites SA, SB et aux pôles P, Q 
pris en ligne droite avec le point S : mais le point p, au 
lieii de se trouver nécessairement sur cette droite, a une 
position queloonque, qui peut être sur la droite comme an 
dehors (i). Et puisque Euclide a omis, ainsi que nous l'a- 
vons dit, les Porismes dont la démonstration n'aurait été 
que la répétition de celle d'un cas plus général, nous devons 
petisél* que c'est par la même raison qu'il a passé sous si^ 
lence les cas de la proposition des quatre droites dont il 
s'agit. 

On reconnaîtra que ces omissions et les motifs qui nous 

(i) Voir, ci après, le Poriswi* XXV. 
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paraissent les justifier, se pouvaient prévoir diaprés certains 
passages de Pappus, notamment celui dans lequel il dit 
qu Euclide ne donne jamais qu'une démonstration des choses 
que renferme son ouvrage; ce qui veut dire qu^Euclide ne 
donne jamais deux fois la même démonstration. Car c^est 
dans ce sens que nous devons entendre ce passage : « Bien 
)> que chacune de ces propositions soit susceptible d'un cer- 
rt tain nombre de démonstrations, comme nous le faisons 
» voir, Euclide n'en donne qu^une, qui est toujours la plus 
» claire. » 

Pappus dit, « comme nous le faisons voir », parce que 
dans plusieurs Lemmes il donne les figures qui se rappor- 
tent à des cas d'une même proposition dont Ites différences 
ne dépendent que des positions relatives des diverses par- 
ties de la figure. C'est ce qu'Euclide ne faisait pas. 

Il est à croire que les propositions que ces « géomètres 
peu expérimentés », dont parle Pappus, ont ajoutées à celles 
d'Euclide, étaient du nombre de ces cas particuliers omis 
à dessein par l'auteur des Porismes, comme susceptibles de 
la même démonstration qu'une proposition déjà détnontrée. 

A ce sujet, «ncMis ajouterons que, si, conformément au 
langage et aux doctrines de la Géométrie moderne, nous 
avons parlé des dix Porismes des quatre droites comme de 
dix cas d'une même proposition, ce n'est pas ainsi qu'Eu- 
clide et Pappus les considéraient. Dans plusieurs de ces 
propositions des points disparaissaient en passant à Tin- 
fini, ce qui constituait, au temps - d'Euclide, des proposi*' 
lions distinctes, et toutes, par 'suite, demandai^it une 
démonstration différente : c'est ce qu'on peut remafquer 
dans les Lemmes de Pappus. Aussi cet auteur en annonçant 
qu'il a reconnu que ces dix Porismes peuvent être renfermés 
dans un seul énoncé, ne dit pas que ce sont dix cas d'une 
même proposition, mais bien dix Porismes analogues entre 
eux,, ou de même espèce. Et, en effet, pour les renfermer 
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ainsi dans un se^l énoncé, il a dû réanir deux hypothèses 
différentes. Tune où figurent trois points, et celle où il n'y 
en a plus que deux et une condition de parallélisme. 

Notre restitution des dix Porismes d*Euclide difïère à 
beaucoup dMgards de celle de Simson. La cause principale 
du désaccord nous paraît provenir de ce que ce géomètre, 
dans son travail, n'a pas pris pour base les Lemmes de 
Pappus, et par conséquent n^a pas cherché à faire cnoix 
des propositions qui se pouvaient conclure naturellement 
de ces Lemmes. Âus^i ne s'eso-il servi des Lemmes que 
pour la démonstration de trois de ses dix propositions, et 
même, pour ainsi dire>, incidemment, et sans qu'il y eût 
une connexion marquée entre les Lemmes et les proposi- 
tions. 

Cinq seulement des dix propositions de Simson se retrou- 
vent parmi les nôtres 5 ce sont ; les ^*, 4% 5®, 9** et 10® : elles 
coïncident avec nos 8®, 10®, 9®, 3** et 4*. Mais le plus sou- 
vent, dans ces propositions identiques, les démonstrations 
sont différentes de papt et d'autre. 

Parmi les cinq autres propositions du géomètre anglais, 
il s'en troi^ve une, la 3'^ que nous croyons n'avoir pas pu 
faire partie de la proposition des quatre droites. C'est le cas 
dans lequel l'une des deux droites données SA, SB est située 
à l'infini. Car si les Anciens ne regardaient pas un point 
ûtué à l'infini, comme un cas particulier d'un point consi* 
déré d'abord à distance finie, ainsi que nous l'avons dit pré- 
cédemment, on conçoit qu'à plus forte raison ils n'ont point 
dû regarder Tinfini comme une droite, ni même comme 
donnant lieu a des p]y>priétés analogues aux propriétés des 
droites. 

Mais si la proposition de Simson n'a pu se trouver parmi 
les cas de la proposition des quatre droites, néanmoins elle 
constitue, sous un énoncé différent, un Porismequi certai- 
nement n'a point échappé à Euclide. Nous le croyons d'au- 

8 
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tant plus, que ce Poriftme, qui forme notre XXIII* d- 
après, est une conséquence naturelle du Lemme XI de 
Pappus. 

ï**" des Genres dipting:ués par Pappus, 

PoRisMB XI. — Si de deux points donnés P, Q on 

mène deux droites PM, QM se coupant sur une droite LM 

donnée de position, dont Vune PM intercepte sur une 

dt*qfte donnée de position 

AX, un segment A m contp- 

té à partir d'un point donné 

A : on pourra trouver une 

autre droite A'X! et sur cette 

droite un point A', tels^ que 

le segment A' m' Jait par la 

droite QM sur A'X', sera an segment A m dans une raison 

donnée X . • 

Kttt 
Puisqu'on doit avoir —j — ;==^5 les deux droites AX, 

A'X' seront divisées en parties proportioBDeUe» par les 
deux points m, m* \ et deux points de^ division homologues 
seront àriofini. Il s'^isuitque les deux dfoiies AX^ A'X' 
sont parallèles aux droites menées des deux points P, Q à 
un certain point de I» droite LM. Menant donc V't pa- 
rallèle à AX, pais Q^c^ la droite eh ercliée A'X' sera paral- 
lèle à ;Qc, 

Ensuite^ les deux points A et A' seront deux poii9^ts ho- 
mologues dans les deux divisioiis formées p£ur les points 
m^ mf» Par conséquent les droites PA, QA' se orois^it ^ur 
la droite LM. Menant donc PA qui rencontre LM en €t^ 
puis la droite Qa, le point A' sera suir cette 4roite. 

Enfin, on doit avoir •—/ — ? = ^" Or les points G et G' où la 

<lroiie AX et la di^oite ^îherchée A'X' reiH^ontrent la base 
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PQ dotit deux points homologties dans les deux' divisions de 

ces droites \ donc -^ = X. Ce qui détermine A' G' en 

grandeur. 

Il suffît dàfs lors d'inscrire dan^ l'ange des devu droites 

PQ et Qtf une droite parallèle à Qc et égale à — • Celte 

droite satisfera à la question. 

En effet, considérant les quatre droites PË, P^, PM, Fa^ 
, coupées par les droites LM et ÂG, on a, par le Corollaire II 
des Lemmes III et XI (i), 

Am «M ^ cM 

AG ~" ôÊ"' cl' 

On a de même, à Tégard des quatre dfôites issues du 
point Q, 

Ainsi 

A m A' m' 
AG 



A' G' 



ou 



Am _ AG _ . 



Le Porisme es^i donc démontré. 

Ce Poriftine » été rétabK par Sîiîisôn et forme la a3* pfô- 
posîtios dn Traité Dô Pommatibus (p. 4oo). 

PomsMB XII. -*• De chaque pointa d'une droite IM 

donnée de position, on abaisse 
une oblique Min soiis un angle 
dottné, sur tine droite donnée de 
position AX, sur laquelle le point 
A êit donné y et du même pdimM 
on mène une droite à un point 
fixe Q : une raison 1 étant don- 
née, on pourra déterminer une 




JL. 



(i) Voir ci-dessas, p. 83. 



8. 
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droiêe A'X' et sar cette droite le poùH,A\ de manière que 
le segment h! m' fait par la droite MQ sur A'X', sera 
au segment A m dans la raison "k. 

Que par le point A on mène la droite A a parallèle aux 
obliques abaissées sur AX^ et par le point a où cette droite 
rencontre LM, la droite aQ. Le point A' sera situé sur 
cette droite. Que par le point Q on mène la droite QG' 
parallèle aux obliques, qui rencontre AX en G, et que 
dans Tangle aQG' on inscrive la droite A' G' parallèle à 
LM et égale à X. AG. Cette droite et son point A' situé sur * 
^Q satisferont à la question. 

En effet, on a, par les triangles semblables, 

km a M h! m' a^ 

AQ ~ lâg A' G' "~ 'âg" 

Donc 

A/w A /ïï jî » A' wf' A' G' ^ 

Donc, etc 

PoaiSME XIII. — «Si l'on fait tourner un angle mOm^ 
autour de son sommet, et que ses côtés rencontrent, res- 
pectii^emenf, deux droites AX, A'X' en deux points m, m'; 
la première droite et le point A étant donnés , ainsi qu'une 

raison 1 ; on pourra déterminer de 
^^^' position la deuxième droite A'X' et 
sur cette droite le point A', de ma- 
y nière que les deux segments A'w! et 
A m soient toujours entre eux dan^ la 
raison X. 

Qu'on fasse passer par le point A le premier côté de 
l'angle, et soit OA'la direction du second côlé; le poîtit de- 
mandé A' sera sur cette droHe. Oa et Oa' étant les direc- 
tions des deux côtés de Tangle dans une de ses positions, que 
Ton inscrive dans l'angle A'Oal une droite A' a' parallèle au 
second côté de l'angle considéré dans sa position lOJ' où son 




{ '»7 ) 
premier côlë est parallèle à la droite AX, et que cette àrohe 
AV soit égale h A. Aa. Cette droite et le point A' satisfe- 
ront à la question. 

En effet, les deux triangles AOm et MO m' sont sem- 
blables^ et de même les deux AOa, A'0«'. Par conséquent 



A M Mm' 



oft 



K'm' k'a' 



= 1^^l. 




R 



B 



am 



ka Ma' km ka 

Donc, etc. 

IF Genre. 
Tel point est »itué sur une droite donnée de position. 

PoRisME XIV. — Quand dans un triangle on mène 

des parallèles à la base y et quon prend 
sur chacune d * elles le point m qui les di" 
vise dans un rapport donné X, ces points 
m sont sur une droite donnée de position. 
Soit ab une des parallèles à la base AB 
du triangle ACB; on prend le point m tel, 

qu on ait —r = A. Qu'on mène la droite Cm qui rencontre 
ABenR^ona 

RB am 

Ainsi le point R eÂ fixe, et par conséquent la droite Cm 
est déterminée de position. Ce qui démontre le Porisme. 
PoniSME XV. — Quand un triangle abc a ses deux 

sommets a, b sur deux droites SA, SB 
données de position , si l'on construit 
un autre triangle alV c* ayant ses côtés 
parallèles à ceux du triangle abc , et 
ses- deux sommets a', b' sur les deux 
droites SA, SB, le troisième sommet c 
sera sur une droite donnée de position^ 
En effet, qu'on mène la droite cd^.et 
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90Îi^ liç point où ^l)e rencontra la droite SA; U^ deux tri^ 
angles sac^ $dd $DDt $aia)>labl«ft ^ par conséquent, on a 



5C âtf 



On a, paiieillemenc, en appelant $x le point où la droite 



^K. JL'^MM^^mM^^ w*^. 


• 


Mais 77-7 = -r—' Donc 


9 


se SkC 
se' 5,r' 


d'où • 




ce' 


5|C 

ce' 



C^ <|ui prouve que les deux point» «r, / 1 n'en font qu un, qui 
7^ peutÂtre qne le point S, ûHerseatîoo deft deux dFoii^ SA, 
SB. Ainsi le commet 4/ de chaque nouveau triangle alb'c' 
QsjL situé Aur la droLte Se qui est donnée de position. Ce qui 
démontre le Pori^me. 

Corollaire. On conclut de là que : Quand deux trian- 
gles semblables ont leurs côtés parallèles deux à deux, les 
trois droites gui joignent, deux à deuXy les sommets homo- 
logues, concourent en un même points 

PoaisicB XVI. ^-^ Étant donnés tleux droites SA, SB 
etifmaire points P^Q^petU situés sur une oiOre droite, 
on fait tourner autour dm point p une droite qui r4m^iOHtr€ 

SA, SB en a et b; et Von mène 

lés deux droites Pa, Qhquise 

coupent en un point m^ la droite 

qui passe parce point et par le 

^ftuUrième point donné U ren- 

^ ^ ^ contre la droite tournante p ab 

en un point n : le Heu de ce point est une droite donnée de 

position. 




I 
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Celle proposition est' une conséquence de celle des qua- 
tre droites exprimée d'une manière générale par le Po- 
risme IV. En effet, d'une part, d'après ce Porisme, le point 
771 décrit une droite SR; et d'autre part, si Ton considère 
les deux droites SA, SR coupées en a et ni par uHe transver- 
sale Pma, elles deux droites pa^ Uni tournant autour des 
deux points p et U et se coupant en un point n, ce point, 
diaprés le même Porisme IV, est sur tine droite fixe passant 
par le point S. Ce qui démontre le Porisme énoncé. 

Porisme XVII. — Étant donnés deux droites SA, SB 
eê un point P, on même des droites ab, parallèles entre 

elles, dans une direction donnée, dont 

chacune rencontre SA et SB en deux 

a points Si et h \ puis, on mène par le 

point a la droite aP, et par le point 

h une parallèle à 8P, laquelle rencon^ 

tre aV enun point m : ee point est «- 

tué sur une droite donnée de position. 

Qu'on mène par le point P une parallèle aux droites ab^ 

qui rencontrera SB en un point D, et par le point D la droite 

DM parallèle à SA, c'est sur cette droite DM que se trouve 

le point m. 

Ce Porisme n'est autre que le Lemme VIII (proposition 
i34)) <3^^ ^^ Lemme établit que la droite Dm qui joint les 
points m et D, déterminés comme il vient d'être dit, est pa- 
rallèle à SA. 
Donc, etc. 

Nota. Les lettres D, P, S, a^ b^ m de notre figure cor- 
respondent aux lettres F, B, C, G, E, D de Pappns. 

PoKtSME XVin. — Étant donnés trois droites SA, SB 
*/c ^^ ^ issues d*un même point S, et deux 
points A, B sur les deux premières j par 
ces points on mène deux droites paral^ 
lèles Aa, Bb, qui rencontrent la droite 
® se en a et b \el par ces derniers points, 
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des parallèles aux deux droites SB) SA , respeciù^ment : 
le point d'intersection m de ces parallèles est situé sur' une 
droite donnée de position. 

CePorisme se conclut du Lemme VIII; car la réciproque 
de ce Lemme fait voir que le point m est situe sur la di-oite 
AB. 

Nota. Les lettres A, S, B, a, m, b de notre figure sont 
dans Pappus F, B, C, D, E, G. 

PoRiSME XIX. — Étant donnés un triangle ASB et un 
point p^ on mène par ce point une droite qui rencontre 

SA en a et AB. en P ; par le point 
a une parallèle à AB, qui rencon- 
tre SB en h\ par le point b la 
droite hV\ et enfin par le sommet 
^ Sdu triangle la droite SM qui ren-- 
contre la base AB en un point M déterminé par la propor- 
tion suivante, dans laquelle Q est le point ou la droite Sp 
rencontre AB, 

ÇA _ PB 
PC~""PM' 

les deux droites bP»ef SM se coupent en un point m situé 
sur une droite donnée de position. 

En effet, d'après le Lemme IX (proposition i35), cette 
droite est la parallèle à AB, menée par le point p. 

PoRiSME XX. — Etant donnés trois droites SA, SB, 
se issues d'un même point S, et un pointV^ on mène des 

droites parallèles entre elles f' dans une 

direction donnée, chacune desquelles 

rencontre les deux droites SA, SEL en a et 

h 5 on joint ces points au point P par les 

droites V a, Ph dont la première rencon-- 

B tre se en c, et par ce point on mène à 

ab, une parallèle qui coupe Pb en m : ce point est sur une 

droite donnée de position. 
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Ce Porisme est une seconde interprétation duLeinmelX; 
car si Ton mène la droite Sm, et par le point P une pa- 
rallèle aux droites ab^ laquelle rencontre les quatre droites 
issues du point S, en A, B, C et M, on a, d'après le Lemme, 

l'égalité 

PA.PM = PC.PB. 

Ce qui prouve que la droite S m est déterminée de position. 
Donc, etc. 

Remarque. Cette équation, comme nous l'avons dit 
dans l'analyse des Lemmes de Pappus (ci-dessus, p. 78), 
exprime que les deux couples de points A, M et B, C et le 
point P forment une involution dans laquelle le point P est 
le point central, ou, en d'autres termes, dans laquelle, le 
conjugué du point P est à Finfini (1). 

PoKiSME XXI. — 4$/ on déforme un quadrilatère en fai- 
sant tourner ses quatre côtes autour des deux points de 
concours des côtés apposés, de manière que trois sommets 
du quadrilatère glissent sur trois droites fixes concourant 
en un même point, le quatrième sommet décrit une droite 
donnée de position. 

une généralisation du précédent, 
dont il fait bien comprendre le 
sens. La démonstration résulte du 
Leiiime III. 

Le quadrilatère est abmc^ les 
points de concours des côtés opposés 
sont P et Q ; les trois sommets a, &, c 
glissent sur les trois droites SA, SB, 
se. La droite SQ rencontre les côtés 
ac, bm en q et 9'. Les trois droites 
issues du point Q, (^mc^ Q 6a, Ç^q'q 
coupées par les deux Pa, Pi don- 



Ce Porisme est 




(t) Géonusup», p. iSq. 
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nsnt d'après le Lemme UI, 

• t I , « ff 

ca * ^a wo * q^b 

De même, les trois droites SA, SC. SQ coupées par les deux 
Pa, PA, donnent 

rtf * qa CA * QA 



• / 



et les trois droites SM, SB, SQ coupées par les deux PA, 
PB, 

mb ' q'b "^MB* QB* 
Donc 

CP . QP_MP ^QP 

CA •QÂ'^MB'QB' 
ou 

MP_ CP.QA 

mb'^ca.qb' 

Ce qui prouve que le point M est fixe, et par cotiséquent 
que le point m se trouve sur une droite SM déterminée de 
position. c. q. f. d. 

PoRiSME XXn. — Etant donnés un triangle SAB et une 
raison X, si autour d'un point p^pris sur la base AB du 
triangle on fait tourner une transi^ersale qui rencontre les 
deux côtés SA, SB en a et b, et qu'on prenne sur cette 

droite le point m déterminé par la 

relation 

po * mb 

le point m sera sur une droite don^ 
P ^ ^ ' née de position. 

Cela résulte du Lemme X (proposition i36). Car si l'on 
prend sur la base du triangle le point C déterminé par Té- 
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pB-CB'^ ' 

p^^mb pA.€6 

plf^ma "^ /?B.CA' 

Or, d'après leLemme, ^uand celte égalité a lieu, la droite 
Cm passe par le point de concours des deux Au, Ai, c'est- 
à-dîre par le point S. Donc , etc. 

PoRiSME XXm. — Étant donnés une droite SA et trois 

points p, P, Q en ligne droite, si 
jautour des deux p et V on fait 
tourner deux droites se coupant 
sur la droite SA; et que par le 
point Q on mène à la première 
joa une parallèle qui rencontrera 
la deuxième Va. en un point m : ce point sera sur une 
droite donnée de position. 

Cette proposition se démontre surJe-cliamp au moyen du 
Lemme XI (proposition iS^). En effet, que Ton mène la 
droite /wR parallèle à la droite donnée SA, on aura d'après 
Ije Lemme, en considérant les trois droites /raP, m(^^ mR 
coupées par Içs transversales joPet joa, 

pH.pQ^ pl^ pR 
PR • PQ al AR* 




Donc 



AR_ pQ 

PR "' PQ 



Donc le point R est fixe ; et par stiite, le lieu du point m 
est la droite fixe RI parallèle k SA. c. q. f. d. 

Observation, C'est ce Porîsme qu'on peut regarder, dans 
la Géométrie moderne, ainsi que nous Tâtons dit ci-dessus 
(p. ii3), comme un cas particulier de la proposition gé- 
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nérale des quatre droites, celui où Tune des droites données 
SA, SB sur lesquelles se coupent les droites tournantes est 
à Tinfini. 

PoEisME XXIV. — Étant donnés un angle ASB et deux 
points P, Q en ligne droite avec le sommet S; si autour 

dun autre point donné p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre les deux 
côtés de Vangle en a et b, et quon 
mène les deux droites Vb^ Qb çui se 
coupent en un point m : ce point sera 
situé sur une droite donnée de posi- 
tion. 

Qu'on mène des droites du point p aux deux points P, Q: 
elles rencontrent les deux côtés de l'augle SB^ SA, respecti- 
vement en C et D; c'est sur la droite CD que se trouve tou- 
jours le point m. 

Cela ressort immédiatement des Lemmes XII et XID 
(propositions i38 et iSp, où le point E représente le point 
|9 de la figure actuelle) ; du Lemme XII quand la trans- 
versale menée par le point p est parallèle à la base PSQ; 
et du Lemme Xm quand cette droite a une direction quel- 
conque. 

Corollaire I. Considérons trois transversales p ai, pofb\ 
pa^'b" menées par le point p. On a, d'après le Lemme m, 
r équation 






a" a 
a" a' 









ou 



Sa'.a^a'^ Sb'.b^b 



Et réciproquement, d'après le Lemme X, quand cette 
équation a lieu, les trois droites ab^ a'b\ çi*b" concourent 
toujours en un même point. On conclut donc, du Porisme 
précédent, ce théorème : 

Étant pns sur deux dmites SA, SB deux systèmes 
de trois points a, a', a" et b, b', b", ayant entre eux la 



relation 
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Saf.d'a^ Sb\b''b'' 



si de deux points P9 Q^ en UgHe 
droite as^ec te point S, on mène 
tes droites Pa, Qb qui se cou- 
pent en m ; Pa\ Qb' gui se cou-^ 
pent en m', et Pa", Qb'' (fui se 
coupent en vol^ : ces trois points 
m, m', m" seront en ligne droite. 

Corollaire II, Si Ton conçoit une droîie S' B' parallèle 
à SB, qui rencontre les droite» QS, QA, Qi', Qi", en S^^ 
c, c/, c", les segments S 6, b"b\,., sont proportionnels à S^c, 
c'^ (/,.,.; de sorte qu'on a Téquation 




De là ce théorème, qui présente, dans Thypothèse, quel- 
que chose de phis général que le précédent énoncé : 

Étant pris sur deux droites deux systèmes de quatre 
points S, a, a', a" et S', c, c', c" entre lesquels a lieu Iné- 
quation 

Sa. a" a' ___ S' c,c"c\ 

si de deux points P, Q pris arbitrairement sur la 'droite 
S S' on niène les droites Pa, Pa', Pa" et Qc, Qc', Qc" 
les premières rencontreront, respectivement, les secondes 
en trois points m, m', m" situés en ligne droite. 

Corollaire III. Les droites Qè, Qfc', Q6", dans le Co- 
rollaire I, rencontrent la droite SA en trois points rf, d'^d". 
On a par le Lemme III, entre ces points et A, i', i", 

Sb,b"b' _ Sd.d"d! 
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L'équation du Corollaire I devient donc 

On en conclut qne : 

Si Von prend sur une droite SA, deux systèmes de trois 
points a, a', a'', et A, A\ &', entre lesquels ait lieu V équa- 
tion • 



Sa.a"a' __ Sd\d"d' 
Sa^a^a^ Sd'.d'd 



[ou 






a a 



Sd d^d 



Sd'' d"d' 







puis y que de deux points queU 

conques P^Qen ligne droite 

ai^ec le point S, on mène les 

droites Pa, Pa', Pa^ et Qd, 

Qd', Qd^ r les trois premières 

de ces droites rencontrent, 

respectivement, les trois au- 

très en trois points situés en 
ligne droite, 

PoRTSME XXV. — jiutourde deux points fixes A, B 

on fait tourner deux droites dont le point de concours M 

est toujours sur une droite fixe 

LM 5 ces droites rencontrent une 

atare droite fixe CX en deux 

points a, b 5 si de deux points P, 

Q donnés sur ta droite LM, on 

niène les droites Pa, Qb qui se 

coupent en un point m : ce point 

est situé sur une droite donnée de position. 

En effets concevons qu'i>n ait mené pat les points A et 

B trois couple» de di^oiteâ %e coupant, detnc à ésQ.%^ en M, 

M' et M'' sur la droite LM, et ren<s<»ntr«Bi la droite CX 

eh a, a', a" et 5, i', b". Soit D le point de rencontre des deux 

droites LM et CX •, on a, par leLemme III, entre M, M', M'' 
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et a^ a\ a'\ 



DW MM' Da' aa' 



DM' 'MM'' Da'''aa''' 

et de même, 'pour les trois points A, fc', b'^^ 

DM^ MM' _ï>i>' bb' 
DM"'MM""~dF*^6''* 
Donc 

W aa' _^ïyb' bb' 
W7' ' aa'' ^ DV' ' W 

Cette équation prouve, d'après le corollaire III du Po- 
risme précédent, que le« points de section des trois droites 
issues du po'int P par les trois issues du point Q, une à une 
respectivement, sont en ligne droite. Ce qui démontre le 
Porisme. 

En d^ autres termes. Les deux points û, h forment sur 
ex deijx divisions honxographiques, puisque les deux droi- 
tes Aa, Bi se coupent toujours sur la droite LM (i). Par 
cohséquetit les deux droites Pa, Qb forment detix fais- 
ceaux komographiques. Or ces deux faisceaux ont deux 
rayons con^espondams coïncideBt& suirsm la âtcnt^ PQ, 
parce que les deux points a, b coïncident en D êut la 
droite LM. Donc le point m décrit une droite (a). 

c« ^# F» D. 

Observation^ Ce Pariante est, sous un énoncé plu» géné- 
ral, du même genre que le Porisme XVIII, qui s'en con- 
clut, fSi Ton suppose que la troisième droite CX |>asse par 
le point de concours des d^ix AQ, BP et que la droite PQ 
soit à Tinfini. 

Poni&ME XXVI, — Etant données deux droites A A', 
PQ qui se coupent en S, les points A, A' eit P, Q étant 
donnés sur ces droites, et une raison 1 étant aussi don^ 



(i) Géom. sup., art. lOij. 
(2) Ibid., art. jo5. 
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née; si Von prend sur A A! deux points ^variables n, W 

liés par la relation 

le point de rencontre m eles deux 
droites Pn, Qn' est situé sur une 
droite donnée de position. 

En effet « quon prenne deux 
points B, B' ayant entre eux la 




relation 



AB_. ^ 
SB "" SB' • 



on en conclut, en la rapprochant de la première, 

A/î.SB A'/i' SB' 



f-ot 



S/ï.AB S/i'.A'B 

Et cette équation prouve, d'après le corollaire ID du Po- 
risme XXIV^ que le point m est situé sur la droite qui joint 
le point dMntersection des deux droites PA, QA^ au point 
• d'intersection des deux PB,QB'. 
Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME XX Vn. — Étant donnés deux droites LC, 
L'C, et sur ces droites deux systèmes de trois points : A, B, 

C sur la première et A', B', C% 
sur la seconde; si autour de deux 
points P, Q situés sur la droite 
ce, on fait tourner deux droites- 
rencontrant, respectii^ement, les 
divites LC, \J Q! en deux points 
n, n', telsy quon ait toujours Végalité 

«A.CB /l'A'.C'B' 




/2B.CA 



/ï'B'.r/A'' 
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Iç point d'intersection de ces deux droites sera sur une 
droite donnée de position. 

Ce Porisme est une conséquence manifeste du Corol- 
laire II du Porisme XXIV. 

PoniSME Xl^Vm. ■«— Si autour de deu^: points P etQon 
fait tourner deux droiKis qui $e coupent sur une droite LM 

et qm p&noQrUr^rU deux au- 
tres droites fixes CX, C'X en 
deux points n, n', respecti- 
i^ement; puis^ qu'on mène les 
deux droites Qn, Pu' : le 
point m d^ intersection de ces 
dernières sera sur une droite 
donnée de position , 

Qu'on mène les deux droites Pi^, Ç^a aux points où la 
droite LM rencontre C'X' et GX : ces droites Pi', Q^a 
coi^enl, respectivement, CX et CX' aux points è et a', 
et c'est s«r la droite &«' que se trouvent les points m. 
En effet, on a, d'après le Lemme III, entre les deux 
séries de quatre points a, », è,C et a, M, A', E, 

' «M . ^ 




an ^ bn 



aV. 



On a pareillement 



rt'/i' b'n' 

• 



nM b'M 



a'C • b'C aZ' h'K 



Donc 



an bn 

• 



a n 



h'n' 



aC • bC a'C ' b'C 



ou 



Qb.na _ ab'.n'a' 
Ca,nb "" Ca^n'b' 



Donc Iç point dlntersiection des deux droites Pn\ Qu dé- 
crit une droite (Porisme XXIV). 

Cette droite est évidemment a'è. Car si le point n coïn- 
cide avec A, n^ coïncide avec i'. Par conséq^ent le point 
d'intersection des deux droites Pi' et Qi, c'est-à-dire i, 
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se trouve sur la droite, Heu du point m; et il en esl <fe 
même du point a' . 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Plus hrièvement. Les deux rayons PM, QM forment deux 
faisceaux homographiques (i) ; par suite, les deux points /z, 
n' forment deux divisions liomographiques ; et les deux 
rayons P/i', Qn forment deux faisceaux homographiques : 
leur point d'intersection décrit une droite, parce que les 
deux rayons, coïncidents PO et QC se correspondent (2). 
Donc, etc. 

Porisme XXIX. — Étant donnés deux angles ABF, 

ADF, si par leurs sommets B et D 
on mène deux droites quelconqueSy 
dont la première rencontre les deux 
côtés de l^ angle D en M ef C, et la 
deuxième les côtes de l'angle B en 
K ef E : les deux droites MK et CE 
concourent en un point G situé sur 
une droite déterminée de position. 

Ce Porisme résulte immédiatement, de même que le 
Porisme XXIV, des Lemmes KII et XIII; savoir : du 
Lemine XII quand les côtés BA et DF des deux angles sont 
parallèles-, et du Lemrae XIII quand la position des deux 
angles est tout à fait arbitraire. • 

PoKiSME XXX. — Théorème général de Pappus (3). 
Soient 0, P, Q, . . . , R les pôles lires et en ligne droite 
autour desquels tournent n droites variables, de manière 
que [n — i) de leurs points d'intersection glissent sur au- 
tant de droites fixes. 

Dans l'hypothèse particulière par laquelle Pappus com- 




(1) Géom. sup,, art. 104. 

(■2) Jhid., art. to5. 

(3) Voir ci -dessus p. 17 et 23. 
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mekice Ténoncé de la proposition, ees (/» — i) points appar- 
tiennent à une même droite tournante, par exemple à celle 
qui tourne autour du point p. Alors il est évident que la 
proposition ne dit rien de plus que celle d'Euclide. 

Passons donc au cas général, où les (n — i) points qui 
glissent sur les droites fixes, sont pris d^une manière quel- 
conque parmi le nombre total — ' des points d'inter- 
section des droites tournantes, pourvu toutefois que chaque 
droite ait toujours au moins un de ses points de concours 
avec les autres droites mobiles, sur une des droites fixes. 

Concevons, indépendamment des droites tournantes et 
des droites fixes, un axe L mené arbitrairement, et qui ren- 
contre la droite. des pôles en un point S. Considérons deux 
droites tournantes, dont le point de concours soit sur iine 
des droites fixes, les deux qui tournent autour des deux 
points p et P; soient a, a', a^ les points où elles se cou- 
pent sur la droite fixe, dans trois de leurs positions succes- 
sives; ces droites rencontrent Taxe L en des couples de 
points que nous appellerons ei, b datis la première position ; 
a', i' dans la seconde position; et n'\ i"dans la troisième 
position. 

Soit A le point où la droite fixe rencontre la droite des 
pôles ; on a, d'après le Corollaire I du Lemme III (p. 82), 



Cît 



Donc 



Sa 


a" a 

• 


Aa 
■^ Aa' 


• 


Sa' 


• a'' a' 


• a" a' 


Sb 


• b" b' 


Aa 

"'Aa' 


• 


S 6' 


•a* a' 


Sa 


a" a 

• 


Sb 


b'b 

• 



Sa'' a' a' Sb"b''b' 



La droite qui tourne autour du point p détermine les po- 
sitions successives de celle qui tourne autour du point P. 

9- 
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Pareillement, celle-ci (Mtermine les posîtioiis successives 
d'une troisième qu elle rencontre sur uue des droites*(ixes, 
par exemple de celle qui tourne autour du point Q; soient 
c, e', d^ les points dan« lesquels cette droite, dans les trois 
positions qu elle prends rencontre Taxe L; on aura, comme 
ci-dessus, 



• 

— ^ — — •■* 



Et de même, à Fëgard de la quatrième droite tournante 
dont les positions sont délci*minces par la troisième. 

Se ^c"c ^ Sd ^ d''d 
S?^77 '^Sd^^'iFl'' 

Il existe doue autant d'équations moins une que de droi- 
tes tournantes. Or, on voit que tous les membres de ces 
équations sont égaux entre eux.. Par conséquent, on a une 
équation semblable entre les points marqués sur Taxe L 
par deux quelconques des n droites tournantes, par exem- 
ple l'équation 

S« ^a"a __ Sd ^ d" d 

relativement à la première et à la quatrième droite toiitr- 
natite. 

Mais eeitè équation prouve, d après le Corollaire UJdu 
Porisme XXIV, que les points d'intersection des deux droi- 
tes tournantes considérées dans leurs trois positions respec- 
tives sont en ligne droite. Ce qui démontre le Porisme, 

Plus brièv^ement . Eh^ux droi tes tournantes, dont le point 
d'intersection glisse sur une des droites données, forment 
deux faisceaux homographiques qui ont deux rayons ho- 
mologues coïncidents suivant la droite des pôles (i) \ il 
s'ensuit que les faisceaux formés par deux droites tour- 

^i^»pi^W»i^»— Il ■ ■ • I I I < I ' 1 1 I I - < ■ l u Il « I . ■ I I — â»»^p»»i.» 

(i) Géàm. sup., p. 71, art. io/|'. 



nantes quelconques, non consécutives , sont au^i home- 
graphiques entre eux , et ont deux rayons homologues 
coïneîdeats suivant la droite des pôles. Par conséquent le 
point d^întersection de ois deux droites décrit une droite (i) . 
Ce qui démontre le théorème. 

m* Genre. 
L«,rappoft de teUe àtoi^ie à.tefle autre droite est donné. 

PoBi^^p XXXI. — Si de chaque point M iV^ne droite 
LIVI donnée de pQsiiion, on ajjaissesur deu;¥ autres droites 



AXy A'X' des obliques Mm, M^il squs des angles donrèés; 

ie point A étaat donné sur^AX. : on peut trouver. le pvind 

A' sur A'X^ et une rqison\K tels, ^ue 
le rapport des segments A m. A' m' soit 
toujours égal à la raison X. 

Soit a le point de la droite L dont l'o- 
bli<|ue abaissée sur AX tombe en A, et 
soit A' le pied de l'oblique abaissée 4e 
ce poÎBt a sur A'X' : A' est le point 
cherché. Quant à la raison X, soit E le 

point où la droite L reucontre la droite AX, et EET^bli- 

que abaissée de ce point sur A' X', on aura 

AE 




X = 



A'.r 



En eflet, 



A m 
AE 






A' m' 



A'E' 



D'où 



Km 



AE 



A' m' A'E 



/w/ 



Donc etc. 



(i) Géom. sûp., art, io5. 



1 
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PoRiSME XXXII. — Si de deux points fixes P, Q pris 

sur tes côtés CB, CA d^un parais 
lélogramme CASB, en ligne droite 
ai^ec le soihmet S, on mène des 
droites à chaque point M d^une 
droite fixe LC passant par le som- 
met C du parallélogramme : ces 
droites formeront, respectivement .^ 
sur les deux côtés SA , SB, deux 

segments S m, S m', dont le rapport est déterminé. 
Menons par les points P et Q les parallèle<à la droite LC, 

lesquelles rencontrent les deux droites SA,. SB en a et en t. 
Les quatre droites PC, PS, PM, Pa, partant du point 

P, et coupées par LC et AS donnent, d'après le Corollaire I 

du Lemme ni (p. 82), 




S^ 



RM 
CM 



On a de même, en considérant les quatre droites qui 
aboutissent à l'autre point Q, et les transversales LC, BS, 



Donc 





S m' RM 






Sb "^ CM 




S/7? 

Sa 


Sm' S m 
—7-5 ou -— ; 
S ^ 8/w' 


Sa 
Sb 



Le second membre est constant. Ce qui démontre le 
Porisme. 

IV* Genre. • 



Le rapport de telle droite à telle abscisse est donné. 

Porisme XXXIII. — Si de chaque point M. d'une droite 
LE on abaisse sur une autre droite AX des obliques Mmj 
M m' sous des angles donnés, il existe sur cette droite AX 



( .35 ) 
un point E tel, qufs l 'on a la relation^ 



E/Tî 



mm 



■^ = const. 



Ce point E est celui où la droite LE rencontre AX. En 

effet, d'un point B, qui avec le 
point E détermine la droite LE, 
menons les obliques Bè, BJ'. 
On a par les triangles semblables 




A /E 



m b 



wî b' \ 



E/w M/w 



EA 



B^ 



mtn 



Donc 



E/w 



mm- 






Ge qui démontre le Porîsme. 

PoRisME XXXIV. -^ Si autour de deux points F, Q on 

fait tourner deux droites se cou- 
pant sur une droite donnée de po- 
sition LE, ces droites rencontrent 
une deuxième droite fixe AX pa- 
rallèle à la droite donnée LE, en 
deux points m, m'; et il existe sur 

ta droite AX un point F tel y qiion a la relation constante 




¥m 



mm 



= const. = i. 



Cela résulte du Lemme XI (proposition 1 4b); caries 
quatre droites ME, MF, MF, MQ coupées par les deux 
FPQ, FX, donnent, d'après ce Lemrae, 

F/w FP QP 
mm' "^ FÊ * QÊ* 
Donc, etc. 

PoRisME XXXV. — Si autour de deux points fixes F, Q 
on fait tourner deux droites qui Se coupent sur une droite 
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donnée de position LE, et rencontrent une autre droite 
donnée AX parallèle à la base PQ en deux points m, 

m' : il existe un point F sur ÂX 
et une raison X, tels, que Von a 




mm' * 

'i p tt Y m 

Le point demahdé P est le point d'intersection des deux 
droites données LE, AX. Et la' raison X est égale au rapport 

0£ 

—9 E étant le point où la droite LE rencontre la base PQ. 

En effet, on a par les triangles semblables - — ; = ^-;r- 

mm PQ 

V Genre. 
Telle droite est donnée de position. 

PoKiSME XXXVI. — Si autour d'un point p on fait tour- 
ner une transversale qui rencontre deux droites données 

SA, SA' en deux points a, a', et 
que d'urtr point P donné sur la 
droite pS, on mène les deux 
droites Pa, Va! : on pourra dé-' 
terminer de position une droite 
L tetley que le segment inter- 
cepté par les droites variables 
Pa, Pa' sur cette droite L, soit 
de longueur donnée (i. 

Que Ton inaerÎTe dabs rattgledPo' utte droUeaa' de la 
longueur donnée (x^ parallèle k pS : cette droite ^atisfetla à 
la question. 

Il faut prouver que si par le point p on mène une droite 
quelconque pbb\ les deux droites P&, PA' intercepteront 
sur la droite qu'on vient de déterminer un segment ë& égal 
h aa'j ou bien que Ton aura 6a = 6V. 
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Prouvone que cette égàlilé â lieu iur toute droite ÂA' 
parallèle à ^ S^ quelle que toit la loD:guettr du segment «o^. 
On a dans le triangle A aa coupé par 6& P 

SA ba Pa 

€« ÎA P« I 

Or, à cause des triangles semblables, 

SA _ PS P« _ pR. 

*A "^ S^ Pâ "" pâ"' 



par con secouent 






PS ifl pR_ 
Si 6ot pa 


De même 




• 


. PS Va' pR 

S 6' S'a' pa'*~^- 


Donc 


. 




^fl ^»'a' 



S6.6« .pa S6' .êV .pfl' 

Maison a dans le triangle Saa', coupé par jo£&^ 

pa ^V ^►S _. 
pa''7>'S '^ "^ '• 

Donc Sa = 6V. Ce que nous nous proposions Je prouver. 

Donc etc. 

Autrement, Les deux droites Pa, P a^ sont les rayons ho-* 
naologues de deux faisceaux homographiquesdout les r^ayons 
doubles coïncident suivant la droite PS. Donc les 4eux 
rayons Po^ Po' interceptent sur une droite quelconque 
parallèle à PS, un segment de grandeur constante (i ). Donc 
on peut mener cette parallèle xle manière que le segment 
soit de grandeur donnée. 

(i) Géom. siip.f art. 170. 
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PoRiSME XXXVII. — Quand deux droites tournent au- 
tour de deux points fixes P, Q en se coupant toujours sur 

une droite donnée LM , et que la 
première rencontre une droite don- 
née de position AX en un point m : 
on peut déterminer une autre droite 
fixe BY que la droite tournant au-- 
tour du point Q rencontrera en un 
point m', et qui soit telle, que le 
rapport des segments A m, Bm', comptés à partir des 
points où. les deux droites AX, BY coupent la base PQ, 
ait une valeur constante. 

Qu'on mène parallèlement à AX la droite Pa, qui ren- 
contre la droite LM en a, puis la droite Qa, et parle point 
F où AX rencontre LM, la droite FB parallèle à Qa ; ce 
sera la droite demandée. 

Cela résulte du Lemme XI d'après lequel on a 




et 



Doni 





Am 


£M 


aM 






AF 


~" EF" 


a F 






Bm' 
BF 


£M 
■^EF • 


aM 
aF 




Am 
AF 


B/w' 
— BF' 


Am 
Bm'~" 


AF 
BF"" 


coust 



Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME XXX Vni. — Étant donnés deux droites AX^ 

BY, deux points A, B sur ces droites 
et une raison X : il existe une droite 
LD tellcy que si de chacun de ses poin ts 
on abaisse sur les deux droites AX, 
BY des obliques Mm, Mm', sous des 
angles donnés, on aura la relation 
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constante 

Am 



B/w' 



= 1. 



En effet, si par les points donnés A el B on mène des 
parallèles aux obliques abaissées sur AX et BY respective- 
ment, et que ces parallèles se rencontrent en D; quon 
prenne le point m arbitrairement, et le point m', déter- 

miné par la relation ^—7 = X*, puis, que parles points m, 

/r/ on mène les obliques, qui se rencontrent en un point M : 
la droite DM satisfait à la question. C'est-à-dire que si d'un 
point N de cette droite on abaisse les obliques N w, N n', on 
aura 

A/î ^ 

b7"~ 

Car, il est évident que 

A 71 DN Bn' 



D'où 



Donc, etc. 



A m DM Bm' 



An A m * 

B^ "" B^' "" * 



VV Genre. 

s. 

Telle droite passe par un point donné. 



PoRiSME XXXIX. — Étant donnés deux droites pa^ 
rallèles EA, E'A' et deux points P, Q, si autour de ces 

points on fait tourner deux 
droites parallèles qui rencon- 
trent les deux droites EA, E' A', 
respectivement, en deux points 
m, m! : la droite qui joint ces 
points passe par un point donné. 
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En eil'et, on a par les triangles semblables, 

Km __ RP _ RE 
mm' PQ ÊÊ^' 
Donc 

RP__ PQ 
RE~"EË'' 

Donc le point R est déterminé. 
Dooc, etc. 

PoRisME XL. — On donne deux points A, B sur une 
droite et deux points a, b sur une autre droite qui rencon- 
tra la première en C] autoui' de ce point C on fait tour- 

ner la droite ab, et Von mène tes 
deux droites Aa, Bb qui se rencon- 
trent en un point S ; par ce point on 
mène une parallèle SO à la droite 
ab : cette parallèle passera pur un 
point donné. 

Cela résulte du leoime XI {proposition 137), d'après 
lequel les trois droites SA, SB, SO, coupées par les deux 
CAB, Géi&, donnent Tégalité, 




ou 



BA 


OA 


ba 


BC 


OC"^ 


b& 


OA 


. BA. 


ba 


OC 


BC" 


bC 



Ce qui détermine le point O. 

Donc, etc. 

Remarque, On a dans les triangles semblables SAQ, 
aAC, 

OS Cfl r\ci OA.C« 

ÔÂ = Câ' os = -^^ = eonst. 
Ce qui montre que : Quand la droite C ab tourne autour 
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'du point C, le point S décrit une circonférence de certle 
dont te centre est en O. 

PoRisME XLI. — Étant donnés deux droites SA, SB 

et deux points fixes P, Q e/2 ligne droite 
avec le point de concours S de ces droi-^ 
tes^ si de ces deux points fixes on mène 
à chaque point M d^une droite LM don^ 
née de position, des droites gui rencon- 
trent, respectii^ement, SA, SB en m et 
m' : la droite mm' passera par un point 
donné. 
Soient a, h les points d'întersetîlion de la droite LM par 
les deux droites données SA, SB; les droites Pft, Qa se ren- 
contrent en un point p qui est le point cherché. ' 

C'est une suite naturelle du Lemme XV (proposition i4i) 
quand la droite LM est parallèle à la base PQ; et du 
Lemme XVII quand LM a une direction quelconque. 
Ce Porisme est un de ceux que Simson a rétablis (i). 



(i) Prop. XXXIV. « Qase est Porisma, unum scilicet ex lis inter Poris^ 
» mata Lib. I EuclidU , quae Pappus tradit hisce verbis : Quod hac ad 
» datum punûlum ver^t. » 

Ce Porisme donne lieu à une observation qui fait ressortir un nouveau 
point de contact entre ta Géométrie moderne et le Traité des Porismes d*Eu~ 
clide, ouvragée si origina^l à teus égards, ei qui se distinçne-si proroadém«iit 
des autres traités raattiématiques des Grées, par sa eon«eplioii eomme par les 
matières fécondes qu^îl renfermait. 

A ebaque drorte LM correspoïKt un point p, d'après le Porisme. ANis une 
conséquence qui s^offre, à la simple vue, c'est qu« si cet droites /Missent toutes 
par un même point M, les points p sont tous sur une même droite mm'. De aorte 
qn^it y a entre deu'x figures qui seraient formées. Tune par des droites «Quel- 
conques LM, et l'autre par les points p qui correspondeat à ces droites, des 
relations de réciprocité analogues à celles des p<Mes et p>4»laires dans la (héo«' 
rie des coniques. C'est-à-dire q«re ce Porisme d'Ëuolide fournit ub mode de 
transformation des figures analogue à la méthode des polaires réciproques. 

<^ette remarque curieîise est dite à l'auteur même de cette célèbre métbode . 
M. le général Panceî«t l'a insérée dans son Mémoire swr V Analyse des Trans- 
versales appliquée ala recherche des propriétés projeclives des lignes et sur/aces 
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PoRiSME XLn. — Si sur deux droites AB, A'B' qui se 
coupent en S , on prend deux points m, m' liés entre 

eux par la relation 

mk m'K' SA SA' 




jw B • iw' B' SB • SB' 



ou 



/iiA.iw'B'_SA.SB' 
/7iB.iii'A'~"SB.SA'' 

la droite mm' passera par un point donné. 

Ce point est à T intersection des deux droites AA', BB'. 
C'est un résultat direct du Lemme XVI (proposition 142). 

Purisme XLUI. — Étant données deux droites fixes 
SX, SX', autour d*un point fixe p on fait tourner une 
droite qui les rencontre en deux points m, m'y et de deux 




autres points donnés P, Q on mène les droites Pm, Qm 



eéoméiriques. (Voir Journal de Mathétnaliques àe Crelle; t. YIII, p. ^o&, année 
i832- — Aperçu historique, p. 655.) 

I^ous ajouterons ici, puisque l'occasion s'en présente si naturellement, 
que le Porisroe d'Euclide a son analogue dans l'espace. En Toici l'énoncé : 

Étant donnés un angle ttièdre dont les arêtes sont Sa, Sb, Se et trois droites 
P Q, R situées dans un même plan passant par' le sommet S de l'angle trièdre; 
si de chaque point M d'un plan donné dans Pespace on mène trois plans passant 
par les droites P, Q, R et rencontrant, réspettivement, les droites S a, Sb, Se 
en a. b, c : /<? plan abc passera toujours par un même point p. 

Réciproquement : Si un plan transversal tourne autour d^un point p donné 
dans l'espace et rencontre, dans chacune de ses positions, les trois arêtes de 
Vanele trièdrcy en a, b, c : hs plans menés par ces points et les droites P, Q, 
R resftectivement, se couperont en un point situé sur un plan donné de position. 
(Voir Aperçu historique, p. 6540 
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^ai coupent les droites fixes SX, SX' en n et vi : la droite 
un' passera par un point donné. 

Qu'on forme le parallélogramme SApB', on aura, par les 
triangles semblables, 

A/if __ pm _ B'S 
"ÂS"""^""BW' 

Qu'on mène PA qui rencontre SX' en a', et par le point 
Q une parallèle à SX', qui coupe SX en a. Puis, qu'on 
mène QB' qui rencontre SX en i, et par le point P une 
parallèle à SX, qui coupe SX' eu b'. La droite nn' passera 
par le point de concours des deux droites aa'^ bb' , 

Kn effet, les trois droites, menées par le point P, savoir, 
Pa', Vb' et Vn' coupées par les deux SX et SX', donnent, 
d'après le Lemme XI, 

km _^a^^ b'n' 

On a de même, à l'égard des trois droites Oa, Qi, Qa* 
menées par le point Q, 



Or 



donc 



B'w' 
B'S 




bh ^ 
bS' 


an 
a^ 


km 
AS 




B'S 
B' m 


r' 


an.bS 




a'n' 


^'S 



bn.a% b'u'.a'^ 



Ce qui prouve, d'après le Lemme X\I, que les trois 
droites aa\ bV et nn' passent par un même point. 

Donc, etc. 

PoHisHE XLIV. — Trois droites SA, SB et SC, issues 
d'un même point S, sont données de position, et ren- 
contrent une autre droite, aussi don fiée de position, en 
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trois points A, ^ et C5 par chaque point M de la droite 

SC^ on mène la droite 
MB qui rencontre SA en 
a, et une parallèle à AB 
^ui rencontre SR en b; 
/a droite menée de ce 
point au point A ren- 
c BU. A contre SC* enc: la droite 

ac passe par un point donné. 

Cela résulte du LemmeXVIII (proposition i44) ? car ce 

Lemme prouve que la droite ca rencontre AB en un point 

U déterminé par l'équaiîon 




CB 



AC.AB 



UB 
UA 



VU* Genre. 

Telle droite a un rapport donné avec le segment compris entre tel point 

et un point donné. 

PoRisME XLV. — Etant donnés trois droites parallèles 

LM, AX, A' Y et le point A sur 
Vune d'elles AX; si autour de 
deux points P, Q on fait tourner 
deux droites qui se coupent sur la 
droite LM, et rencontrent, res- 
pectis^ement y les deux autres en 
deux points m, m' : on pourra trouver un point h! sur A! Y 
et une constante 1, tels, que Von aura toujours 

km 




K'm' 



= h 



Qu'on mène PA qui rencontre la droite LM en a; la 
droite Qa coupe la troisième droite au point demandé A', 

et la raison 1 est €*gale à -tt^* 

A Fa 
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Ëq effet, on a, par les triangles semblables^ 



Donc 



^M km 
aV AE ^^ 


«F 


Km 


AE 






A' m' A'E' 



Donc, etc. 

PoRisME XLVI. — * Si de chaque point d'une droite LE 
on abaisse des obliques ^ sous des angles donnés, sur deux 

droites parallèles, les pieds de ces 
obliques étant m et m'; et quun 
point A soit donné sur la première 
parallèle : on pourra trouver un 
point h! sur la deuxième, et une 
raison i, tels, que les deux seg^ 
nients A m, A' m' seront toujours dans cette raison^ 

Que par le point A on mène la parallèle aux obliques 
abaissées sur la première des deux droites parallèles*, et 
par le point a où cette droite coupe la droite LE, la pa- 
rallèle aux obliques abaissées sur la deuxième : le point A' 
de rencontre de ces deux dernières droites et la raison 

/ = _ .,^y salisiont a la question. 




/lE.A'E' 
Car on a 



D'où 



A/w 

km 
k'm' 



ûE 



et 



k'm' 

k'YJ 



oE' 



AE 
/lE 



A'E' AE «E' 



aZ' aE.A'E' 

Donc, etc. 

PoniSME XL VII. — Si de chaque point M d'une droite 
LM on abaisse sur deux autres droites AX, A'X' et sous 
des angles donnés, des obliques dont lès pieds soient m et 
m' : le point A étant donné sur la droite AX, on peut 

10 
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clètenniner le point k' sur A'X', .el tromper une raison ?, 

telsj que Von aura toujours 

Km 




A' m' 



= 1. 



Par le point donné A on mène une 
parallèle aux obliques abaissées sur 
AX, et par le point a où cette pa- 
rallèle rencontre la droite donnée LM on abaisse l'oblique 
a A' sur A'X' : le pied A' de cette oblique est le point cher- 
ché. 

Pour déterminer la raison X, on peut abaisser du point 
E où la droite LM rencontre AX, Toblique EF/ sur A'X' : 
on aura 

AE 



X = 



A'E' 



Eu ciFct, par les triangles semblables, 



Km 
ÂK 



A M 



K' m' 



Donc 



Km 



AE 



K'm' A'E 



C, Q. F. D. 

#'PoR£SME XLVm. — Étant donnés Jeux droites SA, 
SB, le point A sur la pi^etnière et un point O hors de ces 
droites : on pourra déterminer un angle fl, u?ze raison X 

et le point A' sur la deuxième droite, de 
manière que si l'on fait tourner P angle il 
autour du point O comme sommet , ses ^côtés 
rencontreront, respectii^ement , les deux 
droites en deux points m, ni'^ tsLsy que le 
rapport des deux segments A m, A' m' sera 
toujours égal à la raison 1. 
Que du poiritOoii abaisse les perpendiculaii^s 0«, Oa 
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sur les deux droites, l'angle aOa' formé par ces deux per- 
pendiculaires est l'angle chercbé fl-, la raison i est le rap- 
port des deux perpendiculaires^ et pour trouver le point A' 
il suffit de faire tourner l'angle fi ou aOa^ autour de son 
sommet O, de manière que le premier côté Oa passe par 
le point A ; le deuxième côté Oa' détermine le point A'. 
Si donc m et m^ sont les points où l'angle tournant aOa\ 
dans une de ses positions, rencontre les deux droites, on 

A/72 Oa 
aura — : — ; = 



A' m' Oa' 

En effet, les deux triangles O^m, Oa'm* sont semblables 
parce qu'ils sont rectangles et que leurs angles en O sont 
égaux. Donc 



am Oa 





a' m' Oa' 


De mt^me 






ak Oa 




a' m Oa' 


Donc 






Km Oa 

\'m' Oa' 




Vin* Genre. 



C. Q, F. D 



^Telle droite a un rapport donné avec une autre droite abaissée de tel point. 

PonisME XLIX. — Étant données deux droites SA, SA' 
et un point O, si de ce point on mène une droite Om à un 

point m de la droite SA et une autre droite 

faisant avec celle-là un certain angle £L 

et rencontrant la droite SA' en un point 

m' : on pourra déterminer cet angle €1 et 

trouver une raison 1, tels, que le rapport 

i^, des deux lignes O m, Om' soit toujours égal 

à cette raison . 

Que du poiîit O on abaisse sur les deux droites les per- 

ÏO. 




( as) 

pendiculaires O a, Od \ Tangleflqui satisfait à la ques- 
lioij, esil'atigle aOat Ae ces deux perpendiculaires^ et la 

raison X est égale à leur rapport ^r— ;• 

En effet, les deux triangles rectangles maO, ni'alO ont 
leurs angles mOfl, /7i'0a' égaux, et par conséquent sont 
semblables : d'où résulte 

Donc, etc. 

Obsen^ation. Quand Euclide dit qnune droite est abais- 
sée dUin point, on doit entendre, abaissée sur une droite 
donnée de position et sous un angle donné. C'est ce que 
montre la définition XIII du Livre des Données^ savoir : 
« Une droite est abaissée, quand on la mène par un point 
donné sur une droite donnée de position et sous un angle 
donné. » 

Cela justifie le sens que nous attribuons au VIIP Genre, 
en proposant le Porisme ci-dessus. 

Une autre considération peut encore nous autoriser à 
penser que ce Porisme satisfait à Vénoncé laconique de Pap- 
pus. C'est qu'il correspond- à une proposition connue des 
Anciens, à un des cas de la première proposition des Lieux 
plans d'Apollonius rapportée par Pappus. 

Porisme L. — Si de chaque point M d'une droite LM 
on abaisse sur deux droites fixes OX, OY deux obliques 
Mp, Mq sous des angles donnés : on pourra trout^cr un 

pointB sur la deuxième droite OY 
et une raison i, tels, queVobli^ 
que Mp abaissée sur lu première 
droite sera au segment Bq com- 
pris entre le pointa et le pied de 
V oblique abaissée sur la deuxième 
droite y dans la raison 1, 
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La droite donnée LM rencontre OX, OY en E et P 
respectivement. 

Qu'on mène par lepointE une parallèle aux obliques Mq^ 

laquelle rencontre OY en B, et par le point F un^ parallèle 

aux obliques Mp, laquelle rencontre OX en G^ le point B 

FG 
et la raison— = X satisfont à la question. 

Eneflet, on a par les triangles semblables, 

M^_ME B(7_ME 

FG""FË' ^^ BF"*"¥Ê' 
Donc 

Up _B7 Up _ FG 

FG "" BF' ^^ 17 '^ BF' 

C. Q. F. O. 

LV Genre. 

Tel rectangle a un rapport donné avec le rectangle construit sur telle droite 

et une droite donnée. 

PoRiSME LI. — Quand deux points variables m, m! sur 
deux droites ah, a'b', sont liés par la relation 

am ^ a' m' 

il existe entre ces points cette autre relation^ 

Im.am' 



Cm . a 



= f*^ 



cest'à'dire que, si Von prend arbitrairement un point C 
sur la première droite y et une ligne a : on peut trouver 
un second point I sur cette droite, un point C sur la 
deuxième y et une raison \x, tels y que cette relation ait tou^ 
jours lieu. 

Prenons pour C le point qui sur la deuxième droite 
correspond au point C de la première, de sorte qu'on ait 

aC ^ a'C 
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et par conséquent l'équation 

am .bC _a'ni' ,b^C/ 
('J bm.aQ^Vm'.a'C 

Qu'on approche Tune des droites de Tautre pour faire 

coïncider les deux points a, a^; soit alors 
S le point de concours des deux droites 
bb\ ce 5 il résulte de Inéquation (i) que 
la droite mm! passera toujours par ce 
point, d'après le Porisme XLIII (ou, 
si l'on veut, d'après le Lemme XVI de 
Pappus). 

Si maintenant on mène la droite SI 
parallèle à la deuxième droite a' i' m', 
on aura, d'après le Lemme XIV, les deux équations 

«1 tfC _ b^ 

Im la C'a' 
Cm ' Ca'^ 




Cm' 



La première donne 

al _ aC.b'C 
bï~ bC.a'C 



al ^ f \,ab 

ou 7-= = /, al = 



bl 



> —1 ' 



ee qui détermine le point I. 
La deuxième équation s'écrit : 



I/w.C'm' laX'n 



f ^t 



/^/ 



G/71 



Ca 



ou 



ImXIm' _ la,ÇIa 
Cm, a Ca*x 



=:coost.=fi; 



ce qui est l'équation qu'il fallait obtenir. 
La valeur cherchée de [jl est donc 



(1 = 



la.Ca 



f ^f 



l ab.Ca' 



Ca ,0L (X — ij.C^.a 

Ainsi le Porisme est démon l ré. 
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On peut donner à la raison fx, celte expression plus sim- 
C'J' 



pie iJL = : de sorte qu'on a 

Iw.C'w' la. a a' 



a 



Cm 



Ca 



= C'J'-, 



' T/ 



a' 3 



== -• Car si 



J' étant le point déterminé par Féquation 77-J7 

l'on mène la droite SJ' parallèle à ab , les trois droites 
SA, se et SJ' coupées par les deux aft, e^b', donnent, d'a- 
près le Lemme XI, 



flC a' a a'i 



f T' 



r/' 



ou 



a'V _a'C\aZ 

bf^ b'c' br' "" b'y^ b'a^' bc 

Mais on a, par les triangles semblables, 

la _SC^ C'J' „ , la. a a' 



I 



Ca 



I ^t î 



CI a 



d'où 



Crt 



- CJ'. 



Donc, etc. 

Remarque, En considérant les trois droites Se, S/71, SI, 

on trouve 

I/w la b'a' 

bm ' ba b^ m' 
lm,b'm' la, b'a' b'V 



ou 



bm.a. 



ba.oL 



Ce qui montre que le Porisme subsiste quand, au lieu de' 
prendre les points C, C, on conserve les deux t, V , 

Porisme LIL — Quand deux droites tournent autour de 
deux points P, Q en se coupant toujours sur une droite 

LM, et rencontrant , respecti\^e* 
ment y deux autres droites AX, 
A'X' en m et en m'; le point A 
étant donné sw la première de 
ces droites et une ligne a étant 
aussi donnée : on pmit troux^er un 
second point I sur la preimèia 
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droite^ le point A! sur la seconde^ et une raison X, tels, 
quon ait toujours V équation 

— = i, 

% Afti . a. 

' Qu'on mène la droite PÂ qui rencontre la droite LM en 
a 5 la droite Q^a rencontrera la droite A'X' au point cher- 
ché A'. Puis, que par les points P et Q on mène aux droites 
AX, A'X', respectivement, des parallèles qui rencontrent 
la droite LM en j et i -, la droite Pi marque sur AX le point 
cherché I; et la droite Q/ rencontre la droite A'X' en 
un point J', qui fait connaître la raison X: car il faut 
prendre 

a 

De sorte qu'il reste à prouver qu'on a toujours 

Iw.A'w' AT 

*■ ' ■-■—■■■ 2^îS -^— -^B» • 

Km .CL OL 

En eiïet, les quatre droites menées par le point P, 
et coupées par LM et AX, donnent Téquation 

1 m i fA ij 
A m aM' aj 

Les quatre droites menées par le point Q, donnent pa- 
reillement 

A'5' __ aj , JJ_ 
A'm'~^ aM ' /M* 
Donc, 

I/w AT Im.A'm' ,,., 

-r— = Y7— / ' o^ 1 = AT. 

A m A m A m 

c, Q. F. D. 

PoRisME LUI. — De chaque point M d'une droite LM on 
mène à un point ^xc P une droite PM qui rencontre une 
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droite AX en un point m j et dwmême point M on abaisse 

une perpendiculaire M m' sur une 
autre droite A'X'; le point A' étant 
donné sur cette droite, et une ligne a 
étant aussi donnée en longueur : on 
peut déterminer le point A et un point 
I sur la droite AX, e« une raison X, 
tels, que Von aura toujours V équation 

Im . A' m' 




A//} . a 



= i. 



Élevons sur A'X' une perpendiculaire qui rencontrera la 
droite LM en a; la droite Va coupera la droite AX au 
point cherché A. Menons parallèlement à LM la droite 
PI qui rencontre A X en I : ce point I sera l'autre point 
cherché. Enfin conduisons la droite P/ parallèle à AX, et 
par le point /, commun à cette parallèle et à la droite LM, 
abaissons une perpendiculaire jV à la droite A'X' : le pied 
de cette perpendiculaire déterminera la raison X. 
On aura 

A'J' Im.A'm' 



a 



'A m .et 



AT 
a 



De sorte que les points A et I et la raison X = 

résolvent la question i 

En effet, les quatre droites PA, P/w, PI et P; coupées 
par les deux AX et LM donnent 



Mais 



Donc 



Im 
A m 



I If 



A'J 



/^/ 



A!m 



A/71 






ou 



A'J' 
A w' 

\m . A' m* 



= A'J'. 
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Et par conséquent 



/— f 



I/w . A m 
Am . a 



f V 



A'J 



PoRiSME LIV. — Si autour d'un point p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre deux droites données SA, 

SA', en deux points ra, m'; quon donne 
aussi la longueur d'aune ligne a et une 
raison i : on peut déterminer deux points 
Aetl sur la première droite donnée et un 
point A' sur la deuxième^ tels, quon aura 
toujours 




a 



A/71 



= 1. 



Une parallèle à SA^ menée par le point p, rencontre SA 

au point demandé I. Pour les points A et A' il suffit de 

mener par le point p la droite p A A' déterminée par la re- 

AS IS 
lation —7^ = — -' (Ce qui est un des cas du problème bien 

A. 3 OC • A 

connu de la section de raison.) 

En effet, par le Lemme XI, appliqué aux lignes pi, 
pA, pni coupées par les deiMI droites données SA, SA', on 
obtient l'égalité 

I/w. AS _ A'S 

IS.A//1 "" A'/w'* 



Mais nous supposons que ^7 
donc 



AS 

A'S 



IS 



= — r» Téquation devient 



a .\ 



t .^1 



Im A. m 
at..Xm 



= x. 



Ce qui démontre le Porîsme. 

Quant à la construction de la droite pAA', si Ton veut 
ne point invoquer le problème de la section de raison, on 
l'effectuera bien simplement ainsi : on mènera parle point 
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p et parallèlement à SA une droite qui rencontrera SA' en 
J'5 puis on prendra le point A', tel, que Ton ait 

Le point A s'ensuivra. 

La démonstration de celte construction résulte encore du 
Lemme XL 

En effet, concevons qu'une droite menée arbitrairement 
par le point S rencontre les trois lignes pA, pi et pV aux 
points a^ z ^^ jh on aura, en considérant les trois lignes 
coupées par SA et Sa, 

SA Sa.iJ fj ^^ V 

— = 7^^ — :• (Lemme XL) 
IS ;S.«/ 

Et, pareillement, en considérant ces trois mêmes lignes 
coupées par SA', Sa, 

SA' Sa.fJ 



Donc 







A'J' 




rS . aj 




SA 
IS 


— 


SA' 
A'J'' 


ou 


.SA* 
SA'"~ 


IS 
A'J' 



Mais on a pris A'J'= X.â; il vient donc 

SA _ JS 

SÂ^""a.>' 

C. Q. F* D. 

Observation. On peut donner Fun des deux points A, A\ 
et demander de déterminer la raison 1. C'est ce que Ton fera 
au moyen de la relation, ci-dessus, A'J' = X.a. 

PoRiSME LV. — Étant données deux droites LM et 
XX' dont e est le point d'intersection, si autour de deux 
points fixes P. Q^ on fait tourner deux autres droites qui 
se coupent sur la droite LM et rencontrent la droite XX 
en deux points ni, m' ; on pourra trouver un point I sur 
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W et une ligne u. tels, qu'on aura toujours 



em 



= ¥^ 



En eflTet, cpie jiar les poiots P, Q on mène à la droite 

t, XX' des parallèles qui rencontrent 
131 en R et S; les deux droites PS 
et QR conpent XX' en deox points 
I et J'. Le premier est le point de- 
mandé, et le serment eV est la 
ligne demandée p, c'est-à-dire que 
Ton a 




I m . em ' 



em 



=ey. 



Cela résuite du Porisme LU, dans lequel on suppose que 
les deux droites ÂX ^ A^X' coïncident et que le point Â soit 
en e sur la droite LM. 

X* Genre. 

Tel rectangle équivaut â on rectangle donné plus le rectangle forme sur 

telle abscisse et sur une droite donnée. 

P0RI8ME LVI. — Si Von prend sur une droite IJ' un 
point fixe e et à partir du point I deux points consécu- 
tifs m, m' liés par la relation 

' Iot . eni = em ,e}\ 

il existera entrée ces points une autre relation de Informe 

C'est-à-dire qu'on pourra trouver un rectangle v et une 
ligne /i, tels, qu'on ait toujours cette équation. 

En effet, les deux segments J'm, Im' empiètent l'un sur 
l'autre : par conséquent leur rectangle est égal à la somme 



1^ I 

m' tn 
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des deux rectangles J'I.m/n' et Im.V m' : ainsi, 

J'/;i.Im' = J'I*.mm'-hI/?i.J'm' (i). 
Mais la relation donnée s'ëcrit aussi 



ou 



I,7i (.y m' --. J'e) = (le — Itn) e J', 
Iw.J'm' = Ie,eJ'. 



Donc 




J'm.l/;i ==Ie.J'^-f-J'I./?im' (2). 

Il suffit dès lors de prendre v = Ie.J'e, et fx = J'I pour 

obtenir la relation demandée. 

PoRiSME LVII. — On donne un triangle CAB et un 

point P situé sur le prolongement de la base AB 5 de cha- 
que point M du côté BC on mène 
la droite MP et une parallèle à 
AB^ ces droites rencontrent le 
côté AC en deux points raetxxJ : 
on peut trouver deux points 1 et 
J' sur ce côté, un rectangle v et 
une droite (Jt, tels, que le rectangle 

J'm.Im' sera égal à la somme des deux rectangles v et 

p. mm'. 

Menons par le point P, parallèlement à BC, la droite PI 

qui rencontre AC en I; et parallèlement à AC, la droite PK 

qui rencontre BC en K; puis, par le point K parallèlement 

à AB la droite RJ' qui rencontre le côté AC en J' : les points 

(i) Cette équation à laquelle donnent lieu quatre points quelconques en 
ligne droite, fait le sujet du Porisme LIX ci-après. 

(•2) Poumons conformer à la Géométrie des Grecs, nous no supposons pas, 
dans cette démonstration, que les segments aient des signes; mais dans Té- 
quatîon finale ainsi que dans l'équation donnée, nous écrivons les segments 
de manière que la règle «des signes soit applicable, et que le Porisme dé- 
montré dans rhypothèçe où les points J', e^ m', m, I ontles positions relati- 
ves qu'indique la figure, conserve un sens déterminé dans tous les autres cas. 



n 
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I et J' seront les points demandés, le rectangle v sera égal 
à lA. J'A, et la ligne fx, à J'I; de^sorle qu on aura toujours 

J'm ,lin = J' A . lA -h J'I . mm, 

t Et» A »»' 

Il nous suffit de prouver que l'on a — ^ = -A^''? car de 

cette équation résultera, d'après le Porisme précédent, celle 
qu'il s'agit de démontrer. 

Or, menant la droite B/ii parallèle à AC et qui rencontre 
PM et PI en n et /, on a, à cause des parallèles, 

AJ^ _ BK _ /iP _ ni __ ml 
Hûn''^ BM ■" wM """ «B "" mÂ' 



ou 



BM /iM 

Ini km' 



Km 



= AJ'. 



C. Q. F. D. 



Donc, etc. 
Porisme LVIII. 



Étant donné un triangle ABC, si 
autour de deux points fixes P, Q pris sur la base AB on 

fait tourner deux droites dont 
le point de concours M soit tou- 
jours sur le prolongement du 
côté BC, ces droites couperont 
le côté AC en m et m', et Von 
pourra troui^er deux points ï, ï 
sur ce côtéy un rectanglo v et 

une droite |ut, tels, que l 'on aura 
toujgjirs 

y m . I/n' = V + fx . mm'. 

En effet, qu'on mène par les points P et Q des parallèles 
à AC, qui rencontreront BC en i et 75 les droites P/, Qj 
couperont AC aux points cherchés I et J'5 et Ton aura, d'a- 
près le Porisme LV, 

Im.Cm' 




Cm 



= CJ'. 
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Qr, d'après le Porîsine L\I, celle équalion donne lieu à 
la suivante : 

J' m . Im' = 3' C . IC H- yi . mm' . 
On a donc 

v = J'C.IC et fx = J'L 

Ce qui démontre le Porisme. 

Observation. La figure présente 1(î point M sur le pro- 
longement du côté BC au delà du point C; mais il pourrait 
être pris aussi sur le prolongement au delà de B. . 

L'équation démontrée aurait encore lieu, si \e point JVI 
était pris entre les deux i et 7^ parce que le segment mm' 
serait toujours dirigé dans le même sens que IJ'. 

Mais pour d'autres positions du point M, soit sur le 
segment C/, soit sur B/, le segment mm' aurait une direc- 
tion contraire, et alors on démontrerait que le rectangle 
3'ni.ïm' devient égal à la différence des deux rectangles 
J'C.ICetJ'Lmm'. 

XP Genre. 

Tel rectangle seul ou avec un espace donné est , l'autre a un rapport 

donné avec telle abscisse. 

Une lacune qui existe dans les manuscrits rend cet énoncé 
défectueux. Il nous paraît inutile de chercher à le rétablir, 
puisque les autres énoncés de Pappus nous suffisent am- 
plement pour faire connaître le caractère général des Po- 
rîsmes d'Euclide. 

XII* Genre. 

Telle droite, plus une autre avec laquelle telle autre droite est dans une 
raison donnée, a un rapport donné avec un segment formé par tel point à 
partir d'un point donné. 

Chacune des équations suivantes satisfait à cet énoncé. 



1 



tl. 
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A/» -4- X.B to 



Am + X.B'm' 

'"• — cô;? — =f'' 



PoRisHE LIX. — Etant donnés deux points A, B sur 
une droite et une raison A, on peut trouver un troisième 
point C et une raison fx, tels, que pour tout point m, pris 
sur la droite, entre A et B, on aura toujours 

A/7/ 4- X.Bot 

— c^; — ==f^- 

Et si Ie,point variable m est pris dans le prolongement de 

la droite AB (au delà de A ou de B, 
A c B w»" indifféremment), on pourra trouver 
un autre point C et une autre raison (ia, tels, que la même 
équation subsistera. 

Considérons le cas où le point m est sur le prolongement 
de AB. Si Ton détermine le point C sur cette droite même, 

c'est-à-dire entre A et B, par Texpression -— r= X, et la raî- 

BC 

son fxr= — . , la relation à démontrer devient 

JDv< 

. CA „ BA' „ 

Am + -.Bm = — .C,//, 

ou 

A m . BC -f- CA . B /w = BA . C w. 

Ecrivons 

km (Cw — B/rt) H-B/// (A/w — Cw) = C/n [km — Bw). 
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Les termes de iîette équation se détruisent deux à deux. Ce 
qui démontré le Porisme. 
Observation. L'équation 

Am.BC -h CA.B/n = BA.Cm, 

exprime une relation entre trois des quinze rectangles 
qu'on peut former avec les six segments auxquels donnent 
lieu quatre points quelconques en ligne droite. Ces trois 
rectangles sont les seuls qui soient formés de deux seg- 
ments n'ayant pas d'extrémité commune. Ils se distin- 
guent entre eux en ce que, dans le premier A/n.CB, l'un 
des segments est placé entièrement sur l'autre*, dans le 
deuxième CA.Bm, les deux segments n'ont point de partie 
commune^ et enfin dans le troisième AB.C/n, les deux seg- 
ments empiètent l'un sur l'autre. C'est celui-ci qui tou- 
jours est égal à la somme des deux autres. 

On voit, d'après cela, que si le point variable m doit être 
pris entre A et B, au lieu de l'être sur le prolongement de 
AB, il faut que le point fixe C vîehne se placer sur ce pro- 
longement, au delà de A ou de B, selon que la raison X est 
plus petite ou plus grande que l'unité. 

II. 

Porisme LX. — Quand deux points variables m ^ m! 
dii^isent deux droites en parties proportionnelles j^ deux 

points K et H étant donnés sur la 
première droite ainsi qu'une raison i: 
, , on peut troui^er un point C sur la se^ 

conde droite et une raison /x, tels, que 
pour tous les points m pris entre A et B'^ ou bien pour 
tous les points pris en dehors du segment AB, aura tou^ 
jours r équation 

Km -f*^.Bw 

II 



^ 
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En effet, appelons C le point qui dan» la première di- 
vision correspopdra au point cherché C de la seconde divi- 
sion, et soit a le rapport de deux droites homologues dans 
les deux divisions, de sorte qu'on ait 

Cm 



^f ^* 



Cm 



= a. 



Ou a, par le Porisme précédent, 



Am-f--Bm = -Cm. 



Par conséquent 



Qu'on fasse -^ =; X, ce qui détermine le point C, et par 
suite le point correspondant C de la seconde division. 
Puis, qu'on prenne fz ==«.—-, on aura 

A//I H- >iB/?i _ BA 

Cm' ~"^BC"~f^' 

Ce qui résout le Porisme énoncé. 

PomsME LXI. — Quand deux points variables m, m' 
dii^isent deux droites en parties proportionnelles, deux 

points A ef B étant donnés sur Ta pre- ' 
niière droile et un point G sur la seconde : 
on peut troui^er deux raisons "k et ^, telles, 
que pouf fous les points m situés entre A 
et B, on bien pour tous les points situés &n dehors du seg- 
ment Aï^^ on aura toujours la relation 

km "h X . B //î 

En effet, le rapport de deux parties homologues sur les 
deux droites étant a, on a, comme il est dit dans le Porisme 




A m B 
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précédent, 

(') Afn4- j^Bw = «— On/ 

Il suffit donc de faire 

. CA BA . 

X = - et fx = a.— . 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Obseivation, L'équation (i) donne, comme conséquence, 
en supposant que le point B soit à Finfini, celle-ci : 

AmH- CA= a. Cm', 

Et, en effet, 

A m -+- C A == C m . 
Donc 

C/n = a C'm^ 

Ce qui est l'hypothèse. 

m. 

Porisme LXn. — Quand deux points variables vn^ rxi 
dis^isent deux droites en parties proportionnelles, un point 
A étant donné sur la première, un point V sur la seconde, 
et une raison "k étant aussi donnée : on pourra trouv^er un 

point 01 sur la deuxième droite et une 
raison |:x, tels y que pour tous les points xa 

^ situés entre le point A et un certain point 

B qu'on saura déterminer, ou bien pour 
tous les points pris hors du segment formé par ces deux 
mêmes points A et B, on aura toujours la relation 

Aw + ^.B'w' 

— cw = <*• 

En effet, soient A' le point qui sur la seconde droite cor- 
respond au point A de la première, et a le rapport entre 

II. 



i 
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deux lignes homologues sur les deux droites, de sorte f]uc' 
K m =^ oi , h! m* ^ I/équatîon devient 

ou 

X 

a a 



AW4--.l3'm' = {Î.C'w'. 



Mais la relation déjà signalée entre les rectangles des seg- 
ments formés par quatre points donne 

\ C'A' B'A' a 

-= ^ et = —• 

« B'C B'C a 

La première de ces deux équations fait connaître la posi- 
tion du point C, et ensuite la seconde donne la valeur de 
la raison /ix, dans le cas où le point ni doit être pris entre 
A' et B', de même que dans le cas où ce point doit être pris 
en dehors du segment A'B. 

Il est clair que le point B qui fixe les régions du point m 
sur la première droite A m, correspond au point donné B'de 
la seconde droite A'/»'. 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Porisme LXIU. — Quand deux points variables m, m' 
divisent, deux droites en parties proportionnelles, un point 
A étant donné sur la première et deux points B' et Q! sur 
la seconde : on peut trouver un troisième point A' sur cette 

droite et deux raisons 1 et fx^ tels y que 
pour tous les points m' situés entre A' et 

^^ B' quand le point C^ se troui^e au dehors 

*' ^ ^ du segment A'B', ou bien pour tous les 
points m! situés hors du segment A'B' quand le point C 
est entre A' et B', on aura toujours la relation 

A m 4 >.B'//i' _ 

CW ""f"' 

En effet, le rapport de deux divisions étant a, on déter- 



m 



i 
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minera les deux raisons A et j:/ par les expressions 

. C'A' B'A' 

A' étant le point qui correspond sur la seconde droite au 
point donné A sur la première. Ce qui résulte du Porisme 
précédent. 

Porisme LXIV. — Si de chaque point M d'une droite 
LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Mm' sur deux 

outres droites A m, B'm', A et B' étant 
deux points donnés sur ces droites, et 1 
étant une raison aussi donnée: on pourra 
troui^er un point O sur la droite B'm', et 
une raison ^, tels, que pour tous les 
points de la droite LM répondant à des 
perpendiculaires dont le pied m tombe entre le point K et un 
certain point B quon saura déterminer, ou bien pour tous 
les points LM qui répondent à des perpendiculaires dont 
le pied m est situé hors du segment AB, on aura toujours 
la relation • 

A/?f -\-\,W m' 

En effet, les deux points m^ m' forment sur les deux droi- 
tes fixes deux divisions semblables : donc la proposition 
actuelle résulte du Porisme LXIL II est clair que le point B 
de la droite A m correspond au point donné B' sur la droite 
B'm'. 

Porisme LXV. — Si de chaque point d'une droite LM 
an abaisse sur deux autres droites fixes des perpendicu^ 
laires dont les pieds sont m et m', un point A étant dotmé 
sur* V une de ces deux droites, el deiix points B', C sur 
l'autre : on pourra troux^er un troisième point A' sur cette 
droite, et deux raisons X et (x, telles, que pour tous les 
points de la droite LM dont les perpendiculaires surlSfC^ 
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tombent entre h! et B' quand le point C est hors du. seg- 
ment A'B': ou bien^ pour fous les points de LM dont les 
perpendiculaires tombent dehors du segment A'B', quand 
le point C se trottine sur ce segment, on aura toujours la 
relation 

Am -f-X.BW __ 

C'est une conséquence du Porîsme LXIII. 
PoRiSMÈ LXVI. — Étant donnés deux droites paral- 
lèles AX, B'Y, deux points A etV sur ces droites y et une 

raison}.] si autour d'un point donné p on 
fait tourner une transversale qui rencon- 
tre les deux droites en metm'': on pourra 
trousser un point C sur B'Y et une raison 
fx, tels y que pour tous les points m situés 
sur le segment compris entre le point A et la droite pB'; 
ou bien, pour tous les points m pris au dehors de ce seg- 
ment j on aura toujours 

^ Aiw H-X.B'/i/ __ 

En effet, les droites menées par le point p divisent les 
lignes AX, B'Y en parties proportionnelles : la proposi- 
tion se déduit donc du Porisme général LXII. 

Obsen^ation. Il est permis de supposer que le^ trois 
points A, B', C soient donnés ; alors on peut déterminer 
les deux raisons A et /ul de manière que l'équation ait tou- 
jours lieu. Ce qui se conclut du Porisme LXIII. 

IV. 

PoBisME LXVII. — i$i de chaque point d'une droite 
LM on abaisse sur trois droites fixes des perpendiculaires 
dont les pieds sont m, m', m"; deux points A et Vi étant 
donnés sur deux de ces trois droites^ et une raison X étant 




( «67) 
aussi donnée : on pourra trottiner un point Q" sur la troi^ 
sième droite et une raison [â^ tels, que pour tous les points 
de la droite LM dont les perpendiculaires Mm ont le pied 

m situé entre le point A et un certain 
pointa qaon saura déterminer^ ou bien 
pour tous les points de LM, dont les 
perpendiculaires tombent en dehors du 
segment formé par les mêmes points A 
et B, on aura toujours entre les trois segments Am, B'm', 
QJ' m!* la relation 

km -hX.B'/»'__ 

En eHel, d'après le Porisme LXIV, on peut trouver un 
point C sur la seconde droite BC/ti' et une raison (/,,, tels, 
qu'on aura 

A/w -f->.B'/w' 

Or, on sait trouver un point C sur la troisième droite et 
une ligne ^ satisfaisant à la condition 

On aura donc 

Km -4->..B'/w' 

C. Q. F. D. 

PoRiSME LXVin. — Si de chaque point d'une droite LM 
on abaisse sur trois droites fixes quelconques des perpen- 
diculaires dont les pieds sont m, m', m''; un point A étant 
donné sur la première de ces droites, un point B' sur la 
seconde, et un point C" sur la troisième : on pourra trousser 
deux raisons A et jix, telles, que pour tous les points de la 
droite LM dont les perpendiculaires M m ont le pied m 
situé entre le point A et un certain point B quon saura 
déterminer, ou bie/i, pour tous les points de LM dont les 



^ 
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perpendi cu laires tombent en dehors du segment, formé 
par les mêmes points A et B, on aura toujours la relation 



km -hÀ.B'm' 



îi. 



En eflet, soit C/ le point qui sur la seconde droite corres- 
pond au point C de la troisième 3 on peut trouver (d'après 

le Porisme LXII) une raison À et une raison p, , qui entraî- 
nent, quel que soit /?/, l'^alité 

A m + >. . Vm' 

Or on sait que 

C m' = a' .C m' ; 

a' étant un rapport connu. Donc 

A/w -h À.B'm' 



1// // 



Cm 



= x .[l^ 



Ainsi la raison demandée/! est égale à a\yi^. 

WK' , BC BA 



^ = ^-^-Fc' = ^ 



B'C B'X 



ffr»ff 





Porisme LXIX. — Étant donnés trois droites parallè- 
les, deux points A et V sur les deux premières, et une 
raison "k ; si autour d^un point fixe, on fait tourner une 
transi^crsale qui rencontre les droites fixes en trois poinU 

m, m', m'' : on pourra trouver un point 
C sur la troisième et une raison (i^ tels, 
que pour toutes les positions de la trans- 
i^ersale comprises élans l'angle AplSf^ou 
bien, pour toutes les autres positions de 
cette droite, op aura toujours la relation 
suiy^ante entre les trois segments A m, B'm', CJ^m!' i • 




// ...V 
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Mais le point C et la raison fx seront différents dans les 
deux cas. 

Les trois points m., m', /»" divisent évidemment les trois 
droites en parties proportionnelles : par conséquent, la pro- 
position se démontre comme le Porisme LXVII. 

PoRiSME LXX. — Étant donnés trois droites parais 
lèleSy et trois points A, B', G' sur ces droites^ si autour 
d^un point p on fait tourner une transv^ersale qui les ren^ 
contre en m, m' et m" : on pourra trouver deux raisons 1 et 
p, telles, que pour toutes les transi^ersales comprises dans 
d'angle ApB', quand la droite pC^ est au dehors de cet 
angle ^ ou bien, pour toutes les transite rs aies menées hors 
de r angle ApB', quand la droite pC est située dans Van^ 
gle; on aura toujours entre les segments Am, lXvû!yet 
C"m' la relation 

km + >.B'w'^_ 
Cm" ' --^• 

Ce Porisme résulte, comme le LXVIIP, de ce que les 
trois points /n, m', m" forment trois divisions semblables. 

Remarque. Si des trois points A, B', C" 6n abaisse sur 
les transversales pmm'm" des perpendiculaires p^ q^ /', 
elles seront proportionnelles aux trois segments Aw, B'w', 
Cm". Par conséquent on aura l'équation. 

— 7^ = F- 

De là ce nouveau Porisme : 

Porisme LXXI. — Étant donnés trois points A, B', 

C\ si autour d'un autre point p on fait 
tourner une droite dont les distances à 
ces trois points, dans chacune de ses po- 
sitions, sont représentées par p, q, v. on 
pourra trousser deux raisons X et (/, telles, 
que pour toutes les positions de la droite 
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tournante comprises dans V angle ApB', guand la droite 
pC est au dehors^ ou bien, pour toutes les positions de la 
droite tournante hors de cet angle, quand la droite pC 
y est conipn'se; on aura toujours entre ces distances la 
relation 



XlIP Genre. 

Le triangle qui a pour sommet un point donné vt pour base telle droite, est 
équivalent au triangle qui a pour sommet un point donné et pour base 1e^ 
segment compris entre tel point et un point donné. 

PoRiSME LXXII. — Si de chaque point M d'une droite 
LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Mm' sur deux 

droites Jixes AX, BY^ le point A 
étant donné sur la première, un 
autre point O étant donné hors de 
cette droite, et une troisième droite 
CZ étant aussi donnée : on peut 
déterminer un point A^sur la droite 
BY et un point O' sur CZ, tels, 
que le triangle qui aura pour som- 
met le point O et pour base le seg- 
ment Km ^ sera équivalent au triangle ayant pour sommet 
le point Çy et pour base le segment A' m'. 

Que par le point A on élève la perpendiculaire A a sur 
AX, et que par le point a où elle rencontre la droite ,don- 
iiée LM, on abaisse sur BY la perpendiculaire a A'; le pied 
A' est le point cherché sur cette droite. 

Soit 0/7 la distance du point donné O à la droite AX5 
qu'on prenne A'D' == Op sur BY et que par le point D' on 
mène à cette droite une perpendiculaire, qui rencontre la 
droite LM en d'^ que de ce point on abaisse sur AX, la per- 
pendiculaire dont le pied est D, Le point cherché O sur 
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la troisième droite CZ sera à une distance de HY égale 
à AD. 

En efret, il suffit de prouver que Ton a toujours, quel que 
soit le point M pris sur LM, 

Am.A'D' = A'm'.Ai), ou ^, = ~ 

Cette proportion a lieu évidemment, earou a 

Am _ oM _ A'm' 
AD ~ ^ ~ ÂTd'' 
Donc, eic. 

PonisME LXXm. — Si autour de deux points fixes P, Q 
on fait tourner deux droites qui se coupent succe^stuement 
en chaque point M tP une droite LE et gui rencontrent, res- 
pectivement, deux droites fixes AX, BY parallèles à la 
base PQ, en deux points m, 
m'; te point A étant donné sur 
l'une AX de ces droites, et ■ 
un autre point O quelconque 
étant aussi donné : on pourra 
trouver un point A' sur la 
droite BY et un point O* sur 
une droite donnée CZ, tels, 
que le triangle qui aura pour sommet ce point 0' et pour 
base le segment A'm', sera équivalent au triangle ayant 
pour sommet le point O et pour base le segment A m. 

Qu'on mène PA qui coupe la droite LE en <?; puis Qn qui 
rencontre BY en A'. Qu'on prenne sur cettedernière droite 
A' D'égal à la dislance dujioiutO et de la droite AX : qu'on 
mène QD' qui rencontre LE en i/; puis Pr/qui rencontre 
AXen D. Enfin qu'on prenne sur CZ le point C à une 
distance de A' Y égale i AD. Les points A' et O' sei'oni les 
j>oinU demandés. 

En efi'el, les ijualre droites Pa, FM, Pif. PQ coupées par 
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AX, EL donnent, d'après le Lemme XI, 





A//I aU £M 


• 


AD ad ' Ed 


Pareillement 






A'/«' ûM EM 


• 


A'D' ad ' Kd 


Donc 






A m A' m' 


• 


AD^A'D • 



ou, en appelant 0/7, O'p', les distances des deux points O, 
O' aux droites AX, BY respectivement, 

-rr— 7 = -rr ï OU A/W . 0/> = A' m'. O '/?'• 

0>' Op ' ^ 

Ce qui démontre le Porisme. 

XiV* Genre. 

Une droite, plus une autre, a un rapport donné avec tel segment compris 

entre un point donné et tel point. 

PoRiSME LXXIV. — Quand deux points variables m, 

m' div^isent deux droites en parties propor^ 
tionnelles} deux points A et 6 étant don- 
nés sur la première droite: on peut déter-- 
■• miner un point C sur la seconde, et une 
raison X, telsy quon aura toujours la re- 
lation 

Am -^hm 




G m 



= 1. 



Cm' 

Qu'on prenne le point C milieu de AB, et son homologue 
C sur l'autre droite : ce sera le dernier point cherché. Soit 
A' Thomologue du point A, on aura 

. BA 
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En effet, puisque A' et C correspondent sur la deuxième 
droite aux points A, C de la première, de même que m! à //i, 
on a 

Cm _Q^ CA 



C w' C A' 



ou 



A m 4- B/w CA ^. f 



par conséquent 




Am-f-Bw _ 2.CA ___ BA _ . 
Cm' ^ C^Â^~"êT~" 

c. Q. F. n. 
PoRiSME LXXV. — Si deux droites tournent autour de 

deux points fixes P, Q en se cou-- 
pant sur une droite LE, et ren- 
contrent deux autres droites FX, 
V^' parallèles à la base PQ, en 
deux points m, m^; deux, points 
A, B étant donnés sur la droite 
FX : on pourra trouver un point 
C 5M/*F'X' et une raison X, tels, quon aura toujours 

A /w + Bm ^ 

Cm' 

Soit C le milieu des deux points donnés A et B; qu*on 

mène la droite PC qui rencontre la droite LE en c; puie la 

droite Qc qui rencontre F'X' en C Ce poinlC'et la valeur 

' PE EF 
X = 2 — • 1^,5 satisfont à la question. 

Eneffet, les trois droites PM, Pc, PE coupées par FL et 
FX, donnent, d'après le Icmme XI, 

Cm cM EM 



CF cF ' EF 
On a de même à l'égard des trois droites QM, Qc et QE 





( 
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coupées par 


FL,F'X', 






s 


Cm' 


cM 


KM 




C'F'~ 


"cF' • 


ef' 



donc 



Mai«^ 



donc 



et comme 



^ — ^ EF • — EF 



CF_PE Cr QE 

cf^TÊ ^' rF' ""Te 



Cm^_PE EF 

c w' ■"" QF/ ÊF' 






on obtient finalement 



A/w -4-Bwt_ PE EF 



XV' Genre. 



G. Q. F. D 



Telle droiie forme sur deux autres droites données de position des segments 

dont le rectangle est donné. 

PoRisME LXXVI. — Etant donnés deux droites SL, 

SL' et un point P, 5/ autour de ce point on 
fait tourner une transversale qui rencontre 
les deux droites en nxetiXL '. on pourra trou- 
ver deux points A et B' sur ces droites^ et un 
rectangle v , tels, que le rectangle des deux 
segments A m, B'm' sera toujours égal à ce 
rectangle v. 

Que par le point P on mène la droite PA 
parallèle à SL', et la droite PB' parallèle à 
SL. Les deux points demandés A etB' seront 
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dëierminés. Le reelangle v sera égal a SA. SB'; de sorte 
qu'on aura 

Aw.B'm'=SA.SE!:. 

Cela se démontre par le Lemme XL En effet, menons 
par le point S une droite qui coupe les trois PA, PB' et Pm 
en a, S et p.. On a par le Lemme cité 

Sa S<5 SA m'B' 
pa * p6 ni A SB' 
Donc 

///A.m'B' = SA.SB\ 

C. Q. F. D. 

Ce Porisme a été rétabli par Simson et forme sa 4**^ 
proposition. « Quae est. Porisraa, unum scilicet ex iis quae 
» Pappus tradit inter Porismata Lib. L Euclidis, hisce 
M verbîs : Quod recta... aufert a positione dati s segmenta 
» datum rectangulum comprehendentia. » 

Porisme LXXVIL — Étant donnés trois points p, A, B', 
on peut mener par les points A , B' deux droites fixes telles y 
que toute droite menée par le point p les rencontrant 

%n deux points m, m', le rectangle 
Am.B'm' ait une valeur constante. 

En effet, si par le point p on mène 
les deux droites p A, pHf] par le point A 
une droite parallèle à pB', et par le 
point B' une droite parallèle à p A : ces 
deux droites satisferont à la question. 
Cela résulte du Porisme précédent. 
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IP LIVRE DES PORISMES. 



Pappus dit : <( Dans le second Livre les hypothèses sont 
» différentes, mais les choses cherchées sont pour la plu- 
» part les mêmes que dans le P*" Livré. Il y a en outre cel- 
"^ » les-ci. » 

Nous donnerons d'abord les Porismes qui appartiennent 
en propre au second Livre et qui y forment les genres XVI 
à XXI, puis, ceux qui rentrent dans les genres du I*' Livre. 

XV? Genre. 

Tel rectangle seul, ou tel rectangle plus un certain espace donné est dans 

une raison donnée avec telle abscisse. 

PoRisME LXXVni. — Si deux points variables m, 
m' sur une même droite, sur laquelle sont donnés quatre 
points fixes dans V ordre a, c, a*^, c', sont liés par V équa- 
tion 

am ^ m' a' ^ 
cm c m 

on peut trouver un point b', un rectangle v et une ligne (ix, 
c a' ' r' tels, que, quand les 
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1 TO j. b' tn' deux segments am, 

b'm' se trouvent dirigés dans le même senSj on a toujours 
aussi la relation 

am,b' m! 4- v 

= a. 

mm 

En effet, l'équation proposée s'écrit : 

am . c'm' = i . m'a' . cm. 

12 
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Remplaçant c/ii par [ca — ma) et m'ii' par (iMV-hc'rt), 
il rient 

am ,c' mf = ï [^ca . rn! c^ + ca , (/ a' — ma . //l'c*' — ma . </a'] 
ou 

am,cm H-; ,ma — :: .cm — ;: .aV = o. 

X-Hi X-hi X-hi 

Prenons les deux points I et J' déterminés par les expres- 
sions 

al = - et c'J'=^ 9 

dans le sens des segments ac^ dd^ respectivement; Téqua- 
tion devient 

am.dni -f- dV .ma — al.dm' — al.a'd = o. 

Introduisons le point V^ au lieu de c', en remplaçant c'nJ 
par [hfnif — Vd) dans le premier terme, et par (am' — ad) 
dans le troisième : on obtient, après les réductions, 

arq .y m' -^ am .W — al.ai7/+ al. aâ' = o. 

Le point V est quelconque. Prenons-le de manière que 
i'V=za\ : îl sera à la même distance que le point a du 
milieu des deux I et J' ; et l'équation deviendra 

am.Vm' — a\ [ami — am) -f- al.ad = 
ou 

am . b' m' -h al. ad 



mm' 



al. 



En la comparant à celle que Ton s'est proposé de démon- 
trer, on conclut 

v = al.aa' et |:ji = al, 
ou 

"k.ac. ad \ . ac 

> H- I ^ > -h I 

Remarquons que le point I déterminé par Texpression 
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aï = r-^ — occupe la position que prend le point m quand 

m' est supposé iutiniment éloigné. Car la relation donnée 

il m ^ a' m' 
— = A. -7 — j- 
me c m 

se réduit alors à 

— = i, ou am = X . me = 1 (ac — amVi 

et, par suite, 

am : 



>-M 



Ainsi le point pi coïncide avec I. 

Pareillement, quaqd le point m est infiniment éloigné, le 
point correspondant ni coïncide avec J' déterminé ci-dessus. 

Observation. Nous avons supposé, dans l'énoncé du 
Porisme, que les quatre points donnés se trouvaient dans 
Tordre a, c, a', c', que présente la figure, et auquel s^ap- 
plique )a démanstration. Mais, quelque soit Tordre de ces 
points^ sous la seule condition que les deux segments ac et 
aa* se trouvent dirigés dans le même sens, le Porisme a tou- 
jours lieu. 

Il subsiste même encore, qiAd les deux segments ae, a^ 
ont des directions différentes; mais alors ce n'est plus à 
regard des couples de point» m, m! qui font des segments 
am^ y ni de même direction \ c^est à T égard des couples de 
points pour lesquels ces segments se trouvent de directions 
contraires. 

Dans chaque cas la démonstration sera imitée de celle qui 
précède. Il est inutile d'ajouter que dans la Géométrie mo- 
derne une seule démonstration, de même qu'un seul énoncé 
de la proposition, suffisent pour tous les cas possibles. 

Cas particulier. D'après la généralité du Porisme, quelle 
que soit la position relative des points donnés, on 'peut 

12. 
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supposer que les deux points a et a! se confondent ; alors 

le rectangle v disparait. Cela s^accorde avec Ténoncé du 

XVP Genre, auquel appartient le Porîsme. 

Il est à remarquer encore que dans ce cas, où le point al 
coïncide avec son homologuer, le point h' coïncide aussi 
ai^ec son homologue, 

En»elTet> si a et a! coïncident, Féquation devient, en 
appelant e la position de ce point, 

em . fc'm' = el . mm' , 

Et si l'on suppose que m! vienne en &', on a 

o = e\,mmt. 

Dohc mm' =z o, c'est-à-dire que les deux points homo- 
logues m, m' coïncident. Mais m! est en V , Donc ce point V 
coïncide avec son homologue. 

PomsME LXXIX. — Si autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite 

donnée de posi- 
tion LDetquiren" 
contrent une au- 
tre droite aussi 
donnée de posi- 
tion AX, en deux 
points m, w! \ /e 
point A étant 
donné sur cette droite : on pourra déterminer un second 
point B', un rectangle v, lequel peut être nul, et une ligne 
p, tels, que, pour certaines positions du point M ^ en nom- 
bre injini, sur la droite AX, on aura toujours la relation 

Am.B'm' 




mm 



= (1. 



En effet, d'après le Porisme XXIV (Corollaire HI), il 
existe entre les deux points w, m' quelles deux droites tour- 
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nanles déterminent sur la droite AX, une relation telle que 

dans laquelle. Â et A' sont des positions particulières des 
deux points variables /w, wl\ ainsi que C et C. 

Par conséquent, diaprés le Porisme précédent, cette re- 
lation donne lieu à celle-ci : ^ 

Am . B'm' -i- V = jx . mm'. 

Il s^agit de déterminer la position du point B', le rectan- 
gle V et La ligne fx. 

Qu'on rnène QD parallèle à AX, qui rencontre la droite 
LD en D, et PD qui rencontre AX en I, Puis, PH parallèle 
à AX, qui rencontre LD en H, et QH qui rencontre AX en 
J'. Qu'on prenne B' sur AX, à la même distance que A du 
milieu des deux points I et J'. Enfin qu'on mène PA qui 
rencontre LD en a, et Q a qui rencontre AX en A'. On aura 

fx = AI et v = AI.AA'; 
et, par suite, 

A/n.B'/n'H- AI.AA' 



mm' 



r=AI. 



Car le point I qui vient d'être déterminé est évidemment la 
position que prend le point m quand ml est infiniment éloi- 
gné^ par conséquent, cette équation est celle qui a été dé- 
montrée dans le Porisme précédent . 

On vérifiera aisément que dans le premier membre de celte 
égalité, le signe plus aura lieu, conformément à l'énoncé du 
Porisme, pour les positions du point M, telles (dans la 
figure ci-dessus\, que les deux points /w, nJ se trouvent de 
côtés différents des points A et B', respectivement. De sorte 
que, sous cette condition, le Porisme sera démontré. 

Quand le point A est situé en E où la droits LD rencontre 
AX, le point A' coïncide avec A, de sorte qu'on a A A' = o. 
Mais alors le point B' coïncide aussi avec son homologue*, 



n 
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ce qui a lieu en F où la droite PQ reiicoiilre ÂX. L'équa- 
tion devient donc 

Em.Yin' 



= EL 



mm 



Pareillement, quand le point A est en F sur la basé PQ, 

Bf est en E. 

Ce sont les «as prévus par Ténoncé que Pappus a donné 

du XVP Genre. 

PoRiSME LXXX. — Si par chaque point M d'une droite 

LF on mène une droite aboutissant à un point fixe Pet 

une autre droite MQ parallèle à une droite donnée^ et si 

ces deux droites rencontrent une autre droite donnée AX 

L^ en deux points 

m, m'; le point 

A étant donné 

sur la droite 

AX : on peut 

déterminer un 

point B', sur 

cette droite, un rectangle v et une ligne jtJt, tels, que pour 

des positions du point M, en nombre infiniy sur AX? on 

aura toujours 

km. h' m' 




mm' 



= fX, 



En effet, qu'on mène à LF la parallèle PI qui rencontre 
AX en I^ puis, à AX la parallèle PH qui rencontre LF 
en H; et parallèlement aux droites MQ, la droite HJ' qui 
rencontre AX en J'. Qu'on prenne sur AX le point B', à la 
même distance que le point A du milieu des deux points 
I, J' 5 et enfin qu'on mène PA qui rencontre LF en a, et par 
ce point une parallèle aux droites MQ, qui rencontre AX 
eu A'. On démontrera, par les considérations employées 
pour les Porismes précédents, que 

f^i = Al, et v = AI,AA': 
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el que l'on a dès lors 

A/w.B'm'-4-Al:AA' 



mm' 



=:AL 



Ici (c'est-à-dire dans la figure ci-coutre) le rectangle ALAA' 
sera additif pour toutes les positions du poiift M qui seront 
telles, que les deux points m, m! soient du même côté des 
deux points A et B', respectivement. 

Si le point \ se trouve en E sur PE parallèle aux droites 
MQ, ou en F, A' coïncide avec A (et B' avec F, ou avec E), 
et le rectangle v est nul : de sorte qu'on a 



Ew.Fw' 



mm 



= EI; 



OU 



Ym.Em^ 



= FI. 



mm 



Le Porisme est donc compléteûient démontré. 

PoRiSME LXXXI. — Par un point O donné sur une 
droite OE, on mène deux droites Om, O m! faisant avec 
OE des angles égaux, et rencontrant une droite fixe AE 

en deux points m 
A F A' I m ^ ?' m' et m! '^ le point h 

étant donné sur 
cette dmite : on 
pourra trouver un 
autre pointW^ un 
rectangle v et une ligne ^, tels, que pour des positions des 
points m, m', en nombre infini, on aura toujours Végalité 




mm' 



= 11, 



Soient OF perpendiculaire à OE et I le milieu de FE; soit , 
en outre, Tangle FO A' égal à FOA ; on prendra IB' == AI , 
V = AI . A A' et fA = AI ; de sorte qu'il faut démontrer que 
pour des positions des points m, m\ on aura 

Aw.B'//i'4-AI.AA' 



= AI. 



mm 



^ 
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Les points m, ml devront se trouver du même côté des 
deux points A et B', respectivement, lorsque le point A 
sera en dehors du segment FE, à droite ou à gauclie indiffé- 
remment; et de côtés différents des deux points A et B' lors- 
que le point A §era entre E et F. 

Supposons le point A à gauche de F» Soit la droite GOG' 
parallèle à AE. Les quatre droites OA, 0/w, 01, OG font 
entre elles des angles égaux à ceux des droites OA', Om', 
OG', 01 5 et Ton en conclut, par les corollsrires des Lem- 
mes III et XI (p. 83 et 84 )j la relation 

A/n . I/7i' = A' w' . AI, 
Ecrivons 

Am (IB' -h B'm') = A'm'. AI, 
ou, parce que IB' = AI, 

Am.BW-h Aw. AI = Am\ AI, 

Am.B>'-4-{AA' + A'm)AI= Am'.AI, 
Am.B'fw'-l- AI. AA = AI (A'w — Am) = AI. mm'; 

et enffn 

A/w.B'w'-+- AI.AA' 



nin/ 



= AL 



La démonstration se fera par le même raisonnement, dans 
le cas où le point A sera pris entre E et F. 

Si A coïncide avec un de ces deux deraiers, le rectangle v 
sera nul évidemment, cas prévu par l'énoncé du XVP Genre. 

XVIP Genre. 

Le rectangle <)ompris sous telle droite et telle autre droite est dans une 
raison donnée ayec une certaine abscisse. 

PoRisME LXXXn. — Si deux points variables sur une 
droite ef sont liés par la relation 

, . em ^ em' 

^ ' mf /m! 
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on aura aussi entre ces deux points une relation telle que 

em.ftn' ^ 

mm' 

c*est-à'dire cju^il existera sur la droite 
e£un point I donnant lieu à cette re-^ 
lation. 
Le point I se détermine par Téquation 

de sorte qu'il faut démontrer que Ton a 

em.fm' ^.<?/* 

mm' X -h I 

En effet, que Ton mène par le point m', et dans une di- 
rection quelconque, une droite niO égale à nif-^ puis, par 
le point e une parallèle à cette droite, et par le point O les 
droites Om, Of qui rencontrent cette parallèle en i et F. 

Le Lemme XI donne, en considérant les trois droites 
Ofy Om et Omf coupées par les deux e/i ©ï*, 



em 



mm' ' fm' eF 
ou, parce que eF = ef^ 

m 

em ,/m' 

J-- = ei, 

mm 

Mais on a encore 

ei em em' 



rF m/'fm' 

Par conséquent, à cause de Téquation (i), 

ei «il,. . X.eF l.ef 

rr. = /, clou ei = ' = . 

Fé ' X -f- 1 X -+- 1 



n 
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Donc 

cm ./m' \ . ef 
mm' X -^ 1 

Ce qu^il fallait démontrer. 
Donc, etc. 
Remarquons que la position du point I déterminée par 

Téquation ^rr = X, est précisément celle que prend le point 

m quand le point rn s^éloigne infiniment. 

Car, dans ce cas, Téquation (i) se réduit à — r,= X et 

donne pour le point m la position même du point I. 
^e/f reme/z^. L'équation (i) s'écrit 

em .fnJ = \ . enJ . mf, 

m 

Or il existe entre les quatre points e, y, m, m', d'après le 
Porisme LIX, Tidentité 

mmf . ef= em .fwl H- cm' . m/i 
d'où 

eni . rnf^=. mm , ef — em .fm'. 

L^ équation proposée devient donc 

em .ffn' = X . mm' . ef — X . em .fnil ; 
d'où 

cm ,fm' \.ef 
mm' > -f- 1 

Donc, etc. *' 

PoHiSME LXXXIII. — Si autour dé deux points fixes 
^ , ^^ V^Q^on fait tourner deux 

*î^5>^^F^,x<''^ droites qui se coupent sur 

une droite donnée de po- 
^ sition LF, et qui rencon- 
^ ^^ trent une droite fixe AX 
en deux points m, m'^ E, F étant les points où la droite AX 
rencontre la base PQ et la droite LF : on pourra trouver 
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Ui4e ligne fx, telle, que Von aura toujours 

Em.Fm' 



mm 



= ix, 



-Ce Porisme est une conséquence du Lemme XVI (propo- 
silion 142), d'après lequel les quatre droites ML, MP, MQ, 
ME, coupées pair les deux AX et LF entraînent Téquation 



mR FE PR GE 



mm 



/ • 



F/w' PQ • GQ 

Que Ton mène par le point Q une parallèle à EF, qui 
rencontre la droite LF en K ; et qu'on mène PR qui ren- 
contre EF en L 

Les trois droites KQ, KP, KG, coupées par les deux 
EG, EF, donnent 



On a donc 



PE GE El .. --- . 

PQ • GQ'^Êf' (^^^^^■^H 



mE 



mm' 



FE 

F m' 



ÏÏF 



ou 



T.m.Fm' 



=:EL 



mm 



Par conséquent, il suffit de poser [i = EL 
Donc, etc. 

Porisme LXXXIV. — Si par un point 1? on mène deux 

droites faisant des angles 
égaux av^ec une droite fixe 
PX, et rencontrant une 
autre droite AY en deux 
points m, m' : on pourra 
frouPer deux points E, F 
sur cette dernière et une ligne p, tels, que le rectangle 
Fjm.Fmf sera toujours égal au rectangle fx.mm'. 

Les deux points E, F sont ceux où la droite PX et sa per- 
pendiculaire menée par le point P rencontrent Tauirc droite 

donnée AY. La constante // est égale à — « 
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En effet, les deux droites PE, PF sont les bissectrices 
de l'angle mPm^ et de son supplément, par conséquent les 
deux points m, ni divisent harmoniquement le segment EF, 
c'est-à-dire que Ton a 

E/ii_Ew' 

On démontrera donc, comme pour le Porisme LXXXII, 
ou Ton conclura de ce Porisme même, que 

E/Ti.Fiw' EF 



mm' 2 



■• 



Donc, etc. • 

XVffl» Genre. 

Tel rectaDgle ayant pour côtés la somme de deux droites et la somme de deux 
autres droites a un rapport donné avec telle abscisse. 

Porisme LXXXV. — Quand deux droites, tournent 
autour de deux points fixes P, Q en se coupant toujours 
sur une droite donnée de position LE, et qu*elles rencon- 
trent une autre droite 
fixe AC, en deux points 
m, m'^ les deux points 
A et C étant donnés sur 
cette droite : on peut 
trouv^er deux autres 
points B et IX, ei une 
ligne j!jtj tels, que pour 
chaque couple de points m, m' dont le premier se trou- 
\^era hors du segment AB, et le second hors du segment 
C'iy, on aura toujours la relation 

[km + Vim)[dm' -f- D'm') __ 
mm ' 

Soient E, F les points d'intersection de la droite AC par 
les droites LE et PQ. • 
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Qu'on prenne BE = EA, DT == FC. Les deux points B 
et ly sont déterminés. 

Qu'on mène par le point Q une parallèle à AC,<{ui ren- 
contre LE en i ; puis, qu'on mène P« qui rencontre AC en 
I ] on aura fx = 4^1* ^^ sorte que l'équation à démontrer est 

( A/w -4- B/w ) ( Cm' -+- D'/îi') , ^^ 
^ = 4 iî'l» 

/If/W 

En eOety les points E, F, I satisfont aux conditions du 
Porisme LXXXIII : et, par suite, ils ont avec les points m, 
ne la relation constante 

, - = El. 

mm. 
Mais, de plus, le point E est le milieu de AB : donc 

^ A/w-t-Bw 

tjm = — . ' ' * 

2 

Et pareillcmentj le point F est le milieu de B'C : ainsi 

^ ; C'/i/-+-D'//t' 
t m = — '■ 



2 



L^équalion devient dès lors 

(Am-f-B/w)(C'w'4-D'm') . ^^ 

^ ^-^—7 = 4 .EL 



mm 



c. Q. F. D. 

Porisme LXXXVL — autour d'un point O pris sur 
une droite fixe OH, on fait tourner deux droites Om, Om' 
dont les angles ai^ec cette droite OH sont toujours égaux, 
et qui rencontrent une autre droite donnée AC en deux 

points m, m'; les deux 
m / m' points A et G étant 

donnés : on pourra 
trousser deux atitres 
points B et D' sur la 
même droite 4C', et 




i 



( '9<> ) 
une ligne 11^ tels, que quand les deux droites O m ^ Om' 
seront au dehors des angles AOB, C'OD', respectivement, 
on aura toujours V égalité 

(AwH-Bm)(C'/w'4-D'//i') 

^—, =a. 

mm ' 

La droite donnée OH et sa perpendiculaire menée par le 
point O rencontrent AC en deux points E et F, On aura 

Qu'on prenne ensuite EB = AE, et Fiy = C'F; les deux 
points demandés B et seront déterminés. 

L'égalité proposée résulte alors du Porisme LXXXIV, 
en appliquant à la relation qu'il établit entre les points E, 
F, m, nJ des transformations semblables à celles du Po- 
risme précédent. 

XIX* Genre. 

Un reôtangic qui a pour cdtés telle droite çt une autre droite augmentée 
d'une seconde qui a un rapport donné avec telle autre, et le. rectangle 
construit sur telle droite et une autre qui a un rapport donné avec telle 
autre, ont leur somme dans un rapport donné avec une certaine abscisse. 

Porisme LXXXVIL -^ Quand deux droites tournent 

autour de deux points 
fixes P, Q en se Coupant 
sur une droite LF, et ren- 
contrant une autre droite 
fixe eh deux points m, 
m'; si quatre points K^ B, 
C, ly sont donnés sur 
cette autre droite : on 
peuttroui^er un cinquième point E', deux raisons X et (x, 
et une ligne v, tels, quon aura la relation 

Aw{C'w'-4-/.D'w')-f-Li.B/w.E'/ïi' 

mm 
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Eti effet, soient E^ et F les points d'intersection de la 
droite AB par PQ et LF, et I le point déterminé comnle 
dans le Porisme LXXXIII : on aura, d'après ce Porisme, 

(i) 7— = F1. 

^ ' mm 

Mais on sait qu'il existe entre les quatre points F, m, A, 
B, la relation 

F/w.AB = AF.Bm-hFB.Aw 
ou 

^ FA ^ . FB . 

\m =----.B/w + ---- A/M. 
AB "^ AB 

El, pareillement, entre les quatre points E', m', C, E^, 
Par conséquent Téquati on (i) devient 



B, /E'D' , , CE' A AF„ «, , 

' ' ' ■ ' ; » = r 1 , 



FB 
A 

mm 
ou 



AB C'D't 



"rtm? FB E'D 

Il suffit donc de prendre 

. CE' AF CD' AB CD'™ 

E'D' ^ FB E'D' FB E'D' ' 

pour que le Porisme soit démontré. 

Observation. Cette proposition donne lieu à d'autres 
Porismes. 

Par exemple, on peut supposer que les deux raisons Xet/x 
soieut données ainsi que les trois points A, C, E' : on déter- 
minera la ligne v et les deux points B et IV. 



^ 
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Ou bien encore, si l'on donne la raison X et la ligne v, 
avec les mêmes points, on déterminera la raison fi et les 
deux points B, ly. 

XX« Genre. 

La somme de ces deux rectangles est daii& un rapport donné avec le seg- 
ment compris entre tel point et un point donné. 

PoRiSME LXXXVIII. — Étant donnés sur une droite 

quatre points, placés dans l'ordre a, a', b, b' : on peut 

trouver un cinquième point 

""î î VmV et une ligne |ut, tels, que pour 

tout autre point m, pris entre 

a et a' ou entre b et b' indifféremment, ori aura toujours 

la relation 

ma ,jna' -^ mb ,mb' 

=:a. 

mO ^ 

Le point O se.détermine par la relation 

, Oa.O(^=Ob.Ob's 

et la ligne ^ est ég^le au double de la distance aè des mi- 
lieux des deux segments aa\ hV , 

En effet, soit le point m situé sur éJ', on a 

ma.Fna'=: (mO + Oa) (wO + Oa') 

r=^' 4- mO (Oa 4- Oà) -f- Oa.Oo', 
mh.mV={mO — Oh)[OV—mO) 

=:_;^V mO (Ofe 4- Oi') — Oi.Oi'. 

Ajoutant ces équations membre à membre, ayant égard à 
l'égalité qui sert à déterminer le point O, et observant que 
si a et S sont les milieux d^es segments ad y hh\ il en résulte 

0«-hOa'=20a et ÔJ-hOfe'^aOS; 

on .obtient 

ma . mal -\- mh . mil = 2 mO (Oa -f- 06) == a mO . «6, 



ou 
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ma . ma' -f- mb . mh' 



:£=. 2 «6. 



C. Q* F. D. 

Observation. On vérifie aisément que la relation qui 
constitue ce Porisme, et le Porisme même, par conséquent, 
ont lieu quelle que soit la position relative des quatre 
points a^ cl^ i, h\ pourvu qu'on prenne le point m dans 
des régions différentes, déterminées par cette simple règle : 
quand les deux segments ma, mol ont la même direction, 
les deux mi, m,V doivent avoir, Tun par rapport à Tautre, 
des directions différentes ; et réciproquement. 

Ce Porisme se trouve, sous un tout autre énoncé, parmi 
les Lemmesde Pappus relatifs au second Livre de la Section 
déterminée d'Apollonius. Il est reproduit dans. douze Lem- 
mes consécutifs (propositions /fi-^6) qui répondent aux 
différentes positions que peut avoir le point m, en raison 
des positions relatives des quatre points a, a', &, U. 

Dans la Géométrie moderne on comprend tous ces cas 
dans la seule formule 



ma . ma' — mb , mb' 
mÔ 



= 2 6a, 



en donnant des signes aux segments (voir Traité de Géo- 
métrie supérieure, p, i54). 

Porisme LXXXIX. — Deuxdroites SL, SU étant données 

de position^ un point A étant donné sur 
lapremièrey et un point C! sur la seconde r 
on peut trouver deux points B et B' sur 
ces droites j et une ligne [i^ tels, que si 
autour d^ un point donné P on fait tour^ 
, ner une transversale qui rencontre les 
deux droites SL, SL' en deux points m, 
m', on aura toujours pour chaque posi- 
tion de cette transversale comprise à la 

i3 




\ 



( >94) 

fois dans les deux angles APB, CPB', ou située au dehors^ 
la relation 

A/w.B'nï'H-B/ii.C'/w' 

B^^; = f^- 

Qw par le point P oa mène une parallèle à SU, qui 
eoupe SL en I; qu'on prenne BI = AI, le point B est dé- 
terminé; et la droite PB marque sur SL' le point B'. La 
droite PA rencontre SL' en A^; qu'on prenne fji = C!A!: la 
ligne ^ est déterminée. 

Supposons que la transversale soit intérieure aux angles 
APB, CPB'; il faut démontrer que 

A/w.B'/n'-f-B/n.C'/ii' ^, . , 

- ^ ■ " ' = lu A • 

• Bm 

Or CA'ï= Cm' 4- m'A'; par cpnséquent, il suffit de faire 
voir que 

Am.B'm'==Bm.m'A'. 

En effet, les quatre droites qui partent du point P font 
sur les deux transversales SL^ SL' des segments tels, que 

Aw . AI __ m'A' ,^ YT \ 

B^-ÏB=BW' (LemmeXÏ.) 



« 



ou bien, puisque AI = IB par construction, 

A/n JR A 
Bot^ BW' 
ou enfin 

Am.B'w'=Bm.m'A'. 

G. Q. F. O. 

Donc, etc. 

Lemme. — Quand deux points "uariables m, m' sur 
deux droites ah, a'b' sont liés par la relation 



am ^ a' m' 



bm * h 



m 



-/> 
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SI Von prend deux points arbitraires c, d sur la première 

^.y droite y et les deux points d^ & qui leur 
correspondent sur la deuxième droite : 
on peut déterminer une constante fi^ 
telle, qu^on aura toujours 




cm 
dm 



— f* 



c m 



d'm' 



La valeur de cette coDstanle est 

"kbc -f- ca 

En e£fet| qu'on. place les deux droites ab^ ciV de manière 
que les deui^ points a, al coïncident, les quatre droites hV^ 
cc\ dd\ et mm' concourent ien un méipte point* Car on a, 
par hypothèse, * 



am . a' m' 

bm 



b'm' 



4tc ^ a' c' 
et T-'=A. 



bc b'-' 



Donc 



am Qc 



a! m' 



a!é 



bm * ^c b^ m* * b^ e^ 



Ce qui pr/>uve (Lemme XVI) que lies trois droites bV^ cd et 
miri concourent en un même point. Et le mèm^ raisonne^* 
ment s'applique à la droite dd' , 

D'après cela, il existe entre les deux systèmes de quatre 
points a, c, d^ m et at^ </, d'^ ni (Lemme IQ ou Lemme 
XVI), la relation 

cm ca dm* c* a' 

dm * da d' m' * d' a! 
ou 

cm dm' 

dm d' m' 
Or 



ca ^ d a' \ 



ac 
Te 



^l 



a'</ 
Vc 



V' 



i3. 



1 



( 196 ) 
d'où 

"kbc.old ^ac.Vcf!=ac.{l/à—t!a'), 

i^hc + ea) al c/ = ac .V al . 
Pareillement 

(Ud—ad) dd' = ad. Vd. 
Donc 

fl'c' ac ^\be-\- ca ae ^a' t^ \he -^ ca 

^^' '^ âd* Ud -^ qd^ ^" ôd^VdT'^Xbd-^ad 

Et, par conséquent, 

cm c'iw' \bc^ca 
€/iii rf'^' XW — ad 

C. Q. F. D. 

Corollaire L Si l'on suppose que le point c coïncide 
avec a, il s'ensuit que Fëquadon 



donne lieu à celle-ci : 





am 
bm 

r 


= 


l. 


a' m' 
b'm' 


-ci : 










am 


a' 


m' 




\,ba 






CorollcUre II, On peut prendre le point /i de manière 
que l'équation devienne 



am a' m' 



md d' m' 
En effet, il suffit de faire 

\.ab 



= 1 5 'k,ab='k,bd — ar/, 



\.bd — ad 

2\.ab 



'k,ab = l,[ad — ab)'^ad^ ad=: 



> — I 



9__ 

Cette dernière expression fait connaître la position du 
point d. 

n existe une autre détermination très-simple de ce point. 
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Soit I la position que prend le point m quand m' est à 
l'infini ^ position qu'on détermine par l'équation 



al 


-X. 


am 


a' m' 


md 


d'm! 



L'équation 



devient 

r-j= I, al = d\. 

la 

Ainsi le point I est le milieu entre les detix points aeid] 
et cette considération sert à déterminer le point d» 

PoRTSME. XC. — Quand deux points variables m, m^ 
sur deux droites ab^ a'I/ (qui peuvent être coïncidentes)^ 
, sont liés par la relation 

am ^ a' m! 



on peut prendre arbitrairement un pointa! et déterminer 
deux autres points c, g et une Ugne jix, tels, que si les 
segments am, cm se troui^ent de même direction ou de 

m a b a' m' b' d' 

- ■ ■ 

c g c' 

directions contraires, et si les segments \Jw! et S! m! sont 
aussi de même direction ou de directions contraires, on 
aura toujours la relation 

am,b^ m' -f- cm.d' m' 



gm 



= 11, 



En effets diaprés le Corollaire II du Lemme qui vient 
d'être démon tré, on peut trouver deux points e et cf.^ tels, 
qu'on ait toujours l'équation 

ant a /n , , » , 

— = —, — -,5 ou am.c'm = mc.a m, 
me c m 



( 19») 
ÉciiTons : 

am, (c'y -+- iW) = me {dd' 
am,Vni 4- thc ,m!d*:=, me .al d* • 



am . c^ b\ 



Introduisons tui point gy en remplaçant dans le second 
membre am par {gm -^ga)j et me par (mg — eg)]il vient 

a/îi.iW-f- cm.d'm'= gm[d!a' — cfV) -^ga.dV — ge,d!d. 

Qu'on détermine le point g par l'équation 

ga __d'a' 

et la constante |X ainsi 

^^d'^d — dVs 
l'ëquaiion devient 

am , Vni -\-cm^d'nil s=i fi.gm, 

c. Q. F* D. 

Ponisun XCI. -^ De chaqtèe point M d^une droite 
LM on mène à un point fixe P Un rayon qui rencontre 
une droite AX en m '^ et du même point M on, abaissé 
une perpendiculaire Mm' sur une autre droite B'iy; le 
point A étant donné sur la droite AX^ et les points B', IK 

sur la deuxième droite 

m 

VU : on pourra trou^ 

i^er deux points C et G 

sur la droite AX, et 

une ligne fi^ tels, que, 

quand les points m et 

m' se trouveront à la 

Jbiè entre A et C, et entre W et IK; respectiifement, ou 

bien lorsqu'ils seront à la Joià hors de AC et de B^IX, la 

somme des deux rectangles Am.Vw! et Cm.iym' sera 

au segment G m dans le rapport de la ligne fx à l'unité. 
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Il s'agit de démontrer l'égalité 

Am.B'/n'-f C/7j,D'/«' 
;= = a. 

Qu on mène à la droite LM, par le point P une parallèle 
qui rencontrera la droite AX en I, et qu'on prenne le point 
C sur le prolongement de AI, à la dis lance IC =? AI. 

La droite PC rencontre la droite LM en un point c d'où 
l'on abaisse la perpendiculaire cG sur B'D'. Du point a 
où PA rencontre LM, on abaisse sur W la perpendicu- 
laire aA\ Le point G se détermine par la proportion 







GA 


A'ÏV 










GC "" 


B'C" 




. 


et l'on a 














H' 


= D'A 


'— CB'. 






En efiet, 
AXet LM, 


les quatre 
donnent 


droites PA, PC, 


PlW,PI 


coupées par 




Am AI 
mC'lC 




(Lemme XI.) 




ou 




Am 
mC ■" 






■ 


puisque AI = IC. 

Or, à cause des parallèles a A', Mm\ 


i 


> 






aM 


A'm' 










cM 


Cm' 






Donc 














, 


Am 


A'm' 







mC Cm' 



D'après cela, la démonstration du Porisme* précédent 
s'applique au Porisme actuel. 
Donc, etc. 
Porisme XCII. — Autour de deux points fixes P, Q 
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on fait tourner deux droites sef coupant toujours sur une 
droite donnée de position hMy et rencontrant, respective* 
ment, en m et wf deux autres droites données déposition; 
si deux points A et G sont donnés chacun sur Vune de 

• ces dernières droites : 
on pourra trouver un 
point B sur A m, un 
point B' sur Cm', et 
une ligne (ji, tels, que, 
p 7 V^ quand les segments 

Am, Bm se trouveront 
de même direction ou de directions contraires, si les seg^ 
ments B'm' et Cm' ont aussi entre eux la même direction 
014 des direcUons opposées, on aura toujours l-a relation 

A/w.B'/w'-h Bm.Cm' 
— B^ =P- 

Qu'on mène à la droite C m' par le point Q une paral- 
lèle qui rencontre la droite LM en 15 la droite Pz coupera 
Am en I : et en prenant BI = IA, le point B sera déter^ 
^liné. 

Qu'on mène PB qui rencontre LM en i; la droite Qb 
déterminera sur C/w' le point B'. En&n, qu'on mène PA 
qui rencontre LM en a, et Q a qui rencontre C!m' en A^5 
et qu'on prenne |ùt=:CA'. 

11 faut donc démontrer que 

" Bm "" 

Or, en supposant avec la figure, que les points m et m' 
soient situés sur les segments respectifs AB, CB', on aura 

CA'=Cm'-f-m'A'. 

Par conséquent, il reste seulement à prouver que 

Aw.B^/n'==Bm.m'A'. 



( ^Ol ) 

En effet, d'une part les segments que les quatre droites 
PA, PB, Pm, PI font sur AR et LM ont entre eux, d'après 
le Corollaire I du Lemme III (p. 812), la relation 



A/71 AI 



B/7t'IB 



aM ^ ai 



Et d'autre part, on a, en vertu du Corollaire du Lemme XI 
(p. 83), appliqué aux quatre droites partant du point Q et 
coupées par les deux LM, A'B', 



Donc 



A/71 

Bm 



aM^.ai _m'A' 
^M*^i~B'/7î' 




A m Al m' A' 
B//I 'IB "~B'/w' 


• 


, Donc 




m'A' . „, , 
—, — 7^ ou A/7i.Dm= 
B m' 


B/w.m'A'. 




C. Q. F. D 


XXP Genre. 


• 



Le rectangle compris sous telle droite et telle autre est donné. 

PoRiSMB XCIU. — Quand deux points variables m, 

m' sur deux droites ab, a'b' sont liés parla 
relation 

am.b'm' . 

hm^a' m' ' 

on peut trou\^er deux points I, J' sur les deux 
droites et un espace'v^ tels, que le rectangle 
Im. J'm^ soit toujours égal à cet espace. 
Soient c, c'deux positions correspondantes 
des points m, m! sur les deux droites, de sorte qu'on ait 

ac.h'c' » 

bcM'c'~ '^ 
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et, par conséquent^ 

am . b* m' ac . b' c* 
bm,a!m' 'bc.a!c' 

m 

OU 

am.be a'mWd 

v-^— i— ■• ^^^ - ■ ■ • 

btn^ac b'm'.a'cf 

Supposons qu'on place les deux droites de manière que 
les deux points a, a' coïncident : les deux droites bU^ cd se 
coupent en un point S, et la droite mm! passe toujours par 
ce point;- ce qui résulte de l'équation ci-dessus, d'après le 
Lemme XVI de Pappus. Qu'on mène les di'oiles SI^ SJ' 
parallèles ayx deux droites a' £', ab^ respectivement. On a, 
par les triangles semblables^ 

am m'a am m'a 



OU rr- = 



SJ' Vm' la Vm' 

Ecrivons 

Im-^la ^ ra — Vm' 
la ~~ y m' 

Cette égalité se réduit à 

ou 

\m . J'm' = la . J'a'. 

Par conséquent v = la. J'a'. EtlePorisme est démontré. 
Remarque, La position du point I se détermine par l'ex- 
pression 

la ^ 

Tb^^' 

Car en considérant les quatre droites Sa, S6, Se, SI cou- 
pées par les deux ah y dV^ on a, d'après le Lemme XI, 

la ^ca , é b' 

îù*'7b/^7^'' 
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ou 



la 

îb 



On a de même 



ca ^ <?'«' 
cl*' 71? 






ca . r' ^' 
ch.c* a' 



= 1. 



I 



PoKiSME XCIV. — Étant donné un parallélogramme 
ABCD, si^ ses sommetslA, B on mène deux droites à 

chaque point M du côté opposé CD, 
lesquelles rencontrent la droite EF 
qui joint les milieux des deux côtés 
AB, CD, en deux points m, m' : on 
peut troui^er un point I sur cette 
droite EF et un espace v, tels, que 
le rectangle Im.Im' sera égal à cet 




espace. 

En effet, on aura 



I/n.Ifn'=IF. 



Car les quatre droîtes AC, AD, AM, AF coupées par 
les deux FC, FE donnent, en vertu du Lemme XI, 



De même 



Im _ CM . DM 
IF ^ CF * DF' 

IW DM CM 



IF 



DF • CF 



Et, par conséquent. 



Im.Im'=IF. 

c. Q. F. n. 
t^oïiisME XCV. — Étant donnés un parallélogramme 
ABCD, et deux points P, Q sur ses' côtés AD, CD, si par 
ces points on mène dans une direction quelconque deux 



"^ 
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droites parallèles qui rencontrent en m et m' les deux 
B côtés AB, CB : le rectangle Am . Cm' 

est donné, 

Soieut N, N' les points dans lesquels 
la droite PQ rencontre les deux côtés AB, 
CB, on a 

A/n.Cm'=AN.CN'. 




blables que 



En effet, on voit par les triangles sem- 



Am 



At 



par conséquent 



CQ AP 

— ^. et — 

Qm' AN 



km __ CN^ 
AN "" C/w' 



CQ 



ou 



Am.Cm'=AN.CN'. 

C. Q. F. D. 

PoRiSME XCVI. — Si autour de deux points fixes P, 
Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une 

droite donnée de position 
LF, et rencontrent une au- 
tre droite fixe AX en deux 
points m, m' : on pourra 
trouver deux points I, J sur 
cette dernière droite^ et un 
rectangle v, tels y que le produit des deux segments Im^ 
J'm' sera toujours égal à ce rectangle v. 

Qu'on mène parallèlement à la droite fixe AX la droite 
QC qui rencontre LF en C : la droite PC coupera AX en I. 
Que pareillement on mène la droite PD parallèle à AX, la- 
quelle rencontre LF en D : la droite QD coupera AX en J', 
Les deux points cherchés I, J' sont ainsi déterminés. 
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Quant à la constante v, soit F le point de rencontre de 
la droite LF et de AX ; on aura 

v = IF.J'F. 

Il faut prouver dès lors que 

I/n.JW = IF.JT. 

Or cela résulte, sans difficulté, du Lemme XI (proposi- 
tion 137). En effet, d'une part, en considérant les quatre 
droites PM, PF, PC, PD coupées par les deux AX et LF, on 
trouve 

I/w__CM^ DM 

IF "" CF • DF ' 

et, d'autre part, en considérant les quatre droites QM, QF, 
QC, QD coupées par les deux mêmes 

rF _ CM^DM 
J'/7i' "" CF 'DF* 
Donc 

Im JF 



IF 



f ^/ 



rm 



ou 



I/n.JW=IF.J'F. 

c. Q. F. n. 

PoRiSME XCVn. — Quand deux droites tournent au^ 

tour de deux points fixes en faisant 
entre elles un angle de grandeur don^ 
née, et quelles rencontrent en deux 
points m, m' deux droites données de 
position : on peut trouver sur ces der^ 
nières droites deux points fixes I et i\ 
et un rectangle v, tels, que le rectangle 
Im. J'm' soit toujours égal à ce rectan- 
glev. 

En effet, considérons quatre systèmes de deux droites 
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inclinées entre elles sous Tangle donné. Dans le pjremier 
système les deux droites rencontrent, respectiTement, les 
deux droites données en â et o'^ dans le deuxième système, 
en m et m'; dan^ le troisième système, la droite menée par 
]e point Q est Qi parallèle à Tune des deux droites données, 
et la droite menée par le point P rencontre Tautre droite 
donnée au point I^ enfin, dans le quatrième système, la 
droite issue du point P est Py parallèle, à cette dernière 
droite donnée, et la droite issue du point Q rencontre l'autre 

en J'. 

Les droites Pa, Pm, PI et Py coupent la droite a'mf en 
quatre points que nous appellerons A, M, i et J. On a 
entre ces points et les trois a, m, I la relation 

(LemmeXI.) 

Mais ces quatre droites font entre elles les mêmes angles 
que les quatre droites correspondantes Qa^, Qw', Q' et 
Q J' : par conséquent, on a entre les quatre mêmes points 
A, M, J, I et les trois a', m\ J', la relation 

(Corollaire il, p. oo.) 



Im 


m 


JM 






• 


la 


/A 


• JA 



Donc 



iA' 


JA 


J' 


w' 


Im 


J'w' 


f 


' 


la 


*~JV 


•> 


< 



OU lm.ïn^s=la.ïa\ 



Ainsi V = la.yaf = const. Ce qui démontre le Porisme. 

Observations. Si les deux points P, Q coïncidaient, au- 
quel cas il y aurait à considérer un Angle de grandeur don- 
née tournant autour de son sommet, et dont les côtés ren- 
contreraient les deux droites fixes en deux points niy m! : 
la proposition qui vient d'être démontrée permet de con- 
clure qu'il existe dans ce cas sur les deux droites deux points 
I et J' donnant lieu à la relation constante 

I /II. JWrs: const. 
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PoRiSME XCVin. — Si, autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites faisant^ respectiv^ement^ a^ec 

deux droites *Jlxes PX, QY 
deux angles égaux, mais en 
sens contraire^ ces deux droi- 
tes tournantes rencontreront 
deux droites fixes AZ, B'U' en 
deux points m, m' : et Von 
pourra trouver sur ces dernières droites deux points I, J', 
tels y que le rectangle I m . J'm^ soit égal à un rectangle dé" 
terminé. 

Qu'on mène la droite PI faisant Fangle IPX égal à Tan- 
gle qu'une parallèle à B'U', menée par le point Q^ fait avec 
la droite QY ; le point où cette droîte PI rencontre AZ est le 
point I demandé. On détermine, semblablement, le point 
y sur B'U', en faisant l'angle J'QY égal à celui qu'une pa- 
rallèle à AZ, menée par le point P, fait avec la droite PX. 
* La démonstration de ce Porisme est semblable à celle du 
Porisme précédent. 

PouiSME XGIX. — Si de cliaque point M d'une droite LM 
on mène une perpendiculaire Mm sur une droite fixe 

AX, et une droite MP aboutissant 
à un point fixe P, laquelle ren- 
contre une troisième droite BY en 
un point m!: on peut trouver sur 
les deux droites AX, BY deux 
points I, J', telsj que le rectangle 
Ira. J'm' sera égal à un rectangle 
déterminé v. 

Qu'on mène par le point P une parallèle à BY, qui ren- 
contre la droite LM en* ï, et que de ce point on abaisse une 
perpendiculaire il sur la droite AX. Le pied de cette per- 
pendiculaire est le point cherché I. L'autre point J' sera 
situé à Tintersection de la droite BY et d'une parallèle à la 
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droite LM, menée par le même point P. Et Ton aura 

\m.J m' =. const. = v. 

La démonstration n'offre aucune difficulté, d'après ce 

qui précède. 

PoRisME C. — Étant donnés un triangle ABC et une 

droite . DE parallèle à la base 
AB, si autour d^un pointV situé 
sur cette droite on fait tourner 
une transversale qui rencontre 
les deux côtés du triangle en 
deux points a, b, et qu on mené 
les droites Aa, Bb qui rencontrent DE en m et m', le rec- 
tangle Vm,Vw! sera constant. 

Ce théorème est une conséquence du Lemme XI. En 
effet, les trois droites AB, AC, A a coupées par les deux 
PD, Pu, donnent, d'après ce Lemme, 

P/w Pfl^Ffl 

PD^ ■" PÏ *• FÏ' 

De même les trois droites BA, BC, B6 donnent 




PE _Pa .Ff 
P^' ""PÏ 'Yb 



On a donc 



P/w 



PE 



ou 



PD Pm' 
Pm.Pm' = PD.PE. 



Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME CI. — Étant données deux droites OA, OL, 

et un point A sur la première^ si 
par ce point on mène arbitraire- 
ment deux droites AM, AM' qui 
rencontrent la droite OL en M et 
tn' ]y['^ et que par ces points on mène 
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deux autres droites Mm, Mm! parallèles, respectwement, 
à AM', AM, et qui coupent OA en m et m!: le rectangle 
Om.Om! est donné. 
On a, en effet, 

Om.Om' = OA\ 

Car les triangles semblables formés par les parallèles 

donnent . 

Ow _ OM OA _ OM 

OA "" OM' ^' On? ~" OM'' 
Donc 

Om OA r^ ^ / X-^ 

Remarque. Il existe encore d'autres relations entre les 
segments déterminés par la construction de ce Porisme. 
Telle est la relation 



Ont A/7« 

Om' 



A m' 



.9 



qui se déduit des mêmes triangles semblables. 
En effet, 

Om OM Om' OM' 



D'où 



Mais 



km MM" Aiw'"^MM' 

Om ^ A m OM 
Om' ^ Âw'*OM'' 

A m /wM OM 



Donc 



A m' AM' OM' 



Om Am 

Om'' 



■1 



Am' 
On a aussi cette autre relation 

a 

Am = 2A/X.O/W, 
fx étant le milieu de mm^. 



4 
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On voit efiTeclivemenl que 

et que de plus 

W--Aw_W _2^_ _ OM^ — OM _ MM^ 
Km ~^lim *^0M" ^^ OM ~" OM 

Donc 

km A m' — km 2 Af* 



Om km km 



ou 



Km = aAfJt.Om 

Tl* Genre (i). 

PoRiSME CIL — Étant données deux droites SA, SA', 
si par lin point donné P on mène une droite <fjui les 
g rencontre en a, a', et sur laquelle on 

prend le point m déterminé par Vé- 
^ galité 

ma Va 
ma' Pu' ' 

ce point est situé sur une droite donnée de position. 

Cela résulte du Lemme XIX (proposition i45) . Car soient 
PB B'' une position de la droite menée par le point P, et M 
le point déterminé par l'équation 

MB PB 




MB' PB' 



D'après le Lemme, le point m, quelle que soit la direc- 
tion de la droite Paa', sera situé sur la droite SM. 

(i) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 117. 
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PoRisMB cm. — Étant donnés deux droites SA, SB 

et un point P, si par ce point on 
mène deux droites quelconques qui 
rencontrent les deux droites données 
<»« a, a' et b, b': le point de con- 
cours des diagonales ab', ba' sera sur 
une droite donnée de position. 

Ce Porîsme est encore une conséquence du seul Lemme 
XIX. 

En effet, soient a, 6 les points déterminés par les égalités 

aa _ Pfl ^à Vb 

Il résulte du Lemme XIX quQ la droite a€ passe par le 
point S, intersection des deux droites ab^ dV ^ et aussi par 
le point m, intersection des deux droites aV^ a!b. 

Mais d'après le Porisme précédent, la droite Soeë est dé- 
terminée de position; donc le point m est sur une droite 
' déterminée de position. 

C. Q. F. D. 

PoRiSME CIV. — Trois droites étant données de position 
et trois points A, B', C" étant donnés sur ces droites, si 
l'on cherche un point M, tel, que les pieds des perpendi- 
culaires abaissées de ce point sur les trois droites étant 
m, m', m^^ on ait entre les segments Am, Vm!, C^m^ la 

relation 

Avw4- X.B'm' _^ 

X et jii étant deux raisons données : le point M sera sur une 
droite déterminée de position. 

Cette proposition est une conséquence du Porisme 
LXVin, d'après lequel, si Ton détermine deux points M,, 
Mt satisfaisant à la question, c'est-à-dire à l'équation 

A/wH->>.B'm' 

14. 
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une infinité d'autres points delà droite MiMi satisferont 
aussi à cette équation. 

PoRiSME CV. — Trois droites étant données de posi- 
tion^ si Von cherche un point M, tely que les obliques Mp, 
Mp', Mp'' abaissées de ce point sur les trois droites^ sous 
des angles donnés, aient entre elles la relation constante 

^p-^\Mp' _ 

X et fx étant des raisons donriées : le point M sera sur une 
droite donnée de position. 

Ce Porisme se déduit sur-le-champ du précédent ; car si 
par un point A de la première droite sur laquelle tombent 
les obliques Mp on mène une parallèle AX à ces obliques; 
et par chaque point M des parallèles k la première droite : 
ces parallèles feront sur AX des segnîients A m égaux, res- 
pectivement, aux obliques M p. Si Von remplace, sembla- 
blement, les autres obliques M//, M.p" par des segments 
B'/w', 01' m" \ on aura, entre les trois segments correspon- 
dant au même point M, la relation 

km -f-X.B^/w' __ 

et, conséquemment, le point M sera sur une droite déter- 
minée de position. 

Remarque, Ce Porisme est un cas particulier d'une pro- 
position des Lieux plans d'Apollonius, rapportée par Pap- 
pus, en ces termes : 

Plusieurs droites étant données, si d'un point on abaisse 
sur ces droites des obliques sous des angles donnés, et que 
le rectangle d'une oblique et d^une {ligne) donnée, plus 
le rectangle d*une autre oblique et d'aune donnée, fasse 
une somme égale au rectangle d'une autre oblique et d'Aimé 
donnée, et semblablement pour les rectangles des obliques 
restantes: le point sera sur une droite donnée de position. 
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PoRisME CVI. — Quand deux angles de grandeur conS'* 
tante MPm, MQm tournent autour de leurs sommets P, 

Q de manière que les 
côtés PM, QM Je croi- 
sent toujours sur une 
droite LM donnée de 
position, r angle P 
étant donné de gran- 
deur : on peut déter- 
miner la grandeur de 
l'angle Q, de manière que le point d^ intersection des côtés 
Pm, Q m des deux angles soit aussi toujours sur une droite 
donnée de position» 

Que Ton place l'angle P de manière que son second côté 
Pm coïncide avec la droite PQ, son premier côté PM vîen- 
dpa couper la droite LM en un point C \ que Ton prenne Tau* 
gle Q égal à CQR, dont le premier côté est QC et le second 
QR prolongement de PQ. Cet angle satisfera à la question. 
En effet, considérons les deux angles mobiles dans quatre 
positions, où leurs premiers côtés se croisent sur la droite 
LM en quatre points Â, B, M, C. Dans les trois premières 
positions, leurs seconds côtés se croiseront en trois points 

a, bj m-^ et dans la quatrième position, ils coïncideront sui- 
vant la droite PQ. 

Soit c le point où la droite ab rencontre PQ *, et suppo- 
sons qu'elle coupe les deux côtés Pm, Qm en deux points 
/?3i, mf 

On a entre les quatre points A, B, M, C et les quatre a, 

b, mi, c (par le Corollaire lU du Lemme III, p. 84)f 

Pareillement 

H, • ^c ~ BM • BG 



ami 
brrix 




— 


BM' 


AC 
BC 


anii 


ac 

• 




AM 


AC 

» 
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Donc 

bnii bm. 

Ce qui prouve que les deux pointe m^y m^ coïncident, c'est- 
à-dire que le point m se trouve sur la droite ab. 

Le Porisme est donc démontré. 

P0EI8ME CVII. — Quand deux droites LA, L'A' sont 
divisées en parties proportionnelles par deux points va- 
riables a, a', entre lesquels a lieu, par conséquent^ une re- 

lation telle que —7-7 = X, si l'on prend 

sur chaque droite aa' le point m qui la 
divise dans un rapport donné [i. : ce point 
est sur une droite donnée de position; et 
cette droite est une de celles qui divisent 
^' LA et L'A' en parties proportionnelles. 
En effet, soient m et m' les points qui divisent les deux 
droites aa\ bV dans le rapport donné /x. La droite mm' ren- 
eontre les deux droites LA, \J h! eu c et c'. Des parallèles à 
cette droite mm' y menées parles points a, &, coupent L'A' 
en a et 6. 

On a, par les tri angles semblables^ 




c'flt ma 

c a ma ' 



£t de mèmç 



Donc 



,.' 



6 m'b 



c' b' iw' b 



f Uf 



ff CL c'î COL C'a' 



y ~ >»' ^/ 



> ou -r:: = 



c'a' c'b' c'Q c'b' 



c' Cf. ca 



Mais à cause des parallèles aa^ i6, ce/, -7-r c= -r 

"■• -- ^ c ^ CD 

Donc 



ca i:' a' 



cb c'b 



r U 
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Ce qui prouve que la droite mm' ou cd est du nombre de» 
droites aa\ bh\ . . . , qui divisent les deux LA, L'^A' en par- 
ties proportionnelles. Or par le point m on ne peut mener 
qu^une telle droite (i). Donc les points tfJ\ ni'\. • . qui 
divisent d'autres droites dd\ ee'^ . . . dans le rapport fc, 
seront sur la droite ccf. Donc, etc. 

Corollaire, Puisque chaque droite qui divise en parties 
proportionnelles les deux droites aa'^ bV est une de celles 
qui divisent en parties proportionnelles les deux droites 
données LA, L'A', on en conclut ce théorème : 

Quand deux droites LA, L! A\sont div^isées en parties 
proportionnelles par un système de droites aa', bb', . . ^, 
deux quelconques de celles-ci sont dis^isées en parties pro-^ 
portionnelles par toutes les autres , y compris les deux 
LA, L'A'. 

PoRiSMB CVIII. — Quand trois points variables m, m', 

m" sur trois droites Jixes L, L', L" di- 
irisent ces droites en parties propor- 
tionnelles, le centre de grai^ilé du tri- 
angle mm' m" est situé sur une droite 
déterminée de position. 
En effet, le centre de gravité g du triangle mm' ni' est si- 
tué sur la droite menée du point m au milieu fji de m' m" à 




(i) En effet, si trois droites aa', bb', ce' passaient par an même point m, 
on aurait, en appelant S le point de rencontre des deux droites LA, L'A', 
Téquation 

ah SA a'b' Sb' ., ,„ j o > 

— : -- = —-; : -— , , ( Lemme 111 de Pappus. ) 
ac Se a' c' Se' 

ah a'h' ^. Sh Sh' ' 

Or, par hypothèse, — = ^7^,. Donc g^ = 577* 

Mais cette proportion exprime quelesdeux droites bh', ce' sont parallèles; 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc trois droites qui divisent en parties 
ppoportionnelles deux droites données LA, L'A' non parallèles, ne peuyent 
pas passer par un même point. 
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une distance mg = -^mii^ Or le point [i est sur une droite 

déterminée de position^ qui est une des droites mfmf' (Po- 
risme précédent). Et le point jix fait sur cette droite des 
divisions proportionnelles aux divisions que le point mf fait 
surL' (Corollaire précédent), et, par conséquent, propor- 
tionnelles aux divisions que le point m fait sur L. Donc le 
point g qui divise la droite /nfx dans un rapport donné, est 
situé sur une droite déterminée- de position. 

G. Q. F. D. 

PomsME CIX. — Si (Je chaque point M d^une droite 
L^ donnée de position on abaisse des perpendiculaires 
sur trois droites fixes , le triangle déterminé par les 
pieds de ces perpendiculaires a son centre de gravité situé 
sur une droite donnée de position. 

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les trois 
droites en parties proportionnelles. Par conséquent, Je 
Porisme est une conséquence du précédent. 

m* Genre (i). 

Porisme CX. — Quand deux angles égaux APA', 

AQA' sous- tendent une 
même corde AA', si ton 
fait tourner le premier P 
autour de son sommet : les 
cordés aa', bb', ..., mm' 
que ses côtés interceptent 
entre les côtés du second 
Q, seront divisées toutes 
par la 'droite AA', dans une raison donnée. 

Les deux points variables w, ni forment sur les deux 

droites indéfinies QA, QA' deux divisions semhlableSy et 

I - - - ■ ■ ■■.■,.■■...., ^ . , 

(i) Voir l'énoncé de ce Genre, p. i33. 




G' « 
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l'on a 

A/72 Xa 

A! m' A a' 

En effet, quand le côlé PA de l'angle mobile devient PC 
parallèle à la droite QA, l'autre côtéPA' devient en même 
temps PC parallèle à QA'. Les quatre droites PA, Pa, Vm 
et PC ont leurs angles égaux, respectivement, à ceux des 
droites PA', Va!, VnJ et PC. Appelons A", a", m", C" les 
points où ces droites rencontrent QA. Ces points et les trois 
A, a, m donnent lieu (d'après les Corollaires des Lemmes III 
et XI, p. 83) à l'équation 



// «'/ r«// ^// 



A a A" a" C'a 



Am A!' m" ' C"w 



On a, pareillement, entre les quatre mêmes points A", a"> 
m"j QP et les trois A', a', m', 



A' a' A" a" C'a" 



Don( 



Ott 



A' 


m' 


"^■^ 


A" m" 


• CI' m" 






Am 


A' 


m' 






Aa 


"" A' 


'a'' 


A 

A' 


m 
m' 




Aa 

A' a!" 


= const. 



Ainsi les deux droites QA, QA' sont divisées en parties 
proportionnelles par les cordes mm!. Dès lors, d'après le 
Porisme ÇVII, Tune de ces cordes, par exemple A A', divise 
aussi toutes les autres en parties proportionnelles. Si donc 
a et fi sont les points où les deux cordes aa* et mm' rencon- 
trent AA', on a 

u/71 aa 

■- 7 = ; = const. 

fA//f «« 

G. Q. F. D. 
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V Genre (i). 

PoRisME CXI. — Étant données trois droites A, B, C 
et deux raisons "k et fi : on peut trouver une quatrième 
droite D, telle, que toute droite coupée par les trois pre^ 
mières en trois points a, b, c faisant des segments ab, 
bc dans le rapport X , sera coupée par la quatrième D en 
un quatrième point d, qui déterminera des segments da, 
db dans le rapport donné jx. 

En effet, si les droites abc, dV d ^ a^V'd^^ . . . sont divi- 
sées en parties proportionnelles par les trois droites Â, B, 
C, deux de ces dernières, A, B, sont elles-mêmes divisées 
en parties proportionnelles par les droites ajbc^ alVd^ .... 
C'est ce qui résulte du corollaire du Porîsme CVII. Donc, 
diaprés ce Porisme même, si Ton prend sur celles-ci les 
points rf, J', . . . , tels, que Ton ait 

da __^ d'à! __ 

ces points rf, /i', . . . seront sur une quatrième droite D dé- 
terminée de position. Ce qui démontre le Porisme énoncé. 

Vr Genre (2). 

Porisme CXII. — Étant donnés trois points A, B, C 
et deux raisons X et |ui, si Von demande une droite telle, 
que les perpendiculaires p, q, r abaissées des trois points 
sur cette droite aient entre elles la relation 

^ i =2 u. : 

cette droite passera toujours par un même point. 

Cela résulte du Porisme LXXI, d'après lequel, si l'on 



(1) Voir l'énoncé de ce Genre, p. i36. 

(2) Voir l'énoncé de ce Oeure, p. îSg. 
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détermine deux droites satisfaisant à l'équation proposée,, 
toute autre droite menée par leur point d'intersection y 
satisfera aussi. 

PoRiSME CXIU. — Étant donnés deux droites SA , SA^ et 

deux points P, P en ligne droite 
avec le point S, si autour de ces 
points on fait tourner deux droites 
parallèles qui rencontrent^ respeC" 
ti^^ementy SA et SA' en m et m! : la 
droite mm' passera par un point 
donné. 
En effet, soient Pa, et Pa' deux droites parallèles, et Pi, 
P't' deux autres droites parallèles; les quatre droites PS, 
Pâ, Pi, T?m font entre elles, deux à deux, des angles égaux 
aux angles formés par les quatre droites P'S, Po', Pi', 
Pm'. Par conséquent, on a (d'après le Corollaire lU du 
Lemme m, p. 84), 

Et cette équation prouve, d'après le Lemme XVI, que la^ 
droite mm' passe par le point d'intersection des deux droi- 
tes aa', bb\ Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME CXIV. — Un triangle ABC étant donné, si par 

le pied de la perpendicu- 
laire abaissée du sommet 
C sur la base AB, on mène 
deux droites faisant des 
angles égaux auec la per^ 
pendiculaire et rencontrant.^ respectii^emenC, les côtés CA, 
CB en a et b: la droite ab passera par un point donnée 
Soit a'i' une deuxième droite semblablement détermi-* 
née. Les quatre droites DC, Da, Da et DA font entre elles 
des angles égaux à ceux des droites DC, Di, Di' et DB. Par 
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conséquent, oh a entre les deuic systèmes de quatre points 
C, a, a', A et C, ft, b\ B (d'après le Corollaire III du 
Lemmein, p. 84), l'équation 



Ca ^Aa _Cb ^Bb 



ou 



Ca.Aa' _ Cb.Bb' 
Cû'.Afl "■ Cb'.Bb 



Donc, d'après le Lemme XI ou le Lemme XVI, les trois 

droites ai, afb' et ÂB passent par un même point. Ce qui 

démontre le Porisme. 

PoRiSME CXV. — Si de chaque point tTune droite 

donnée de position LE, on abaisse sur deux droites pa- 
rallèles deux obliques sous des angles 
donnés : la droite gui joindra les pieds 
de ces obliques passera toujours par 
un même point. 

En effet, soient m, m' et A, A' les 
pieds des obliques abaissées de deux 
points M et a de la droite LE : on a 
par les triangles semblables (comme 
au Porisme XLVI), 

A/w ^ AE ^ A^' 
AW ■*" 7Ê * «E'* 

Mais,- en appelant P le point où mm^ rencontre A A', on 
aura visiblement 

AP Am AE A'E' 

■ flE 




A'P A'/»' 



aE' 



= const. 



Donc le point P est fixe. Donc, etc. 

Porisme CXVI. — Quand trois droites sont parallèles y 

si autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites qui se 
coupent sur Vunè des premières et 
rencon trcntles deux autres en deux 
points m, m' : la droite mm' passe 




Q P 



par un point donné. 
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En effet, on a 
Km 



FM 



EP 
= FP ^' 



Donc 



FM " TQ' 



E/ii 
E'm' 



EP . E^ 
FP • FQ ' 



Maïs la droite mm^ rencontrant PQ en |0, on a de pluS 



Donc 



E/» ^ Ep 
E' /w' ~" I^' 




Ep EP ^ rQ 

E'p "~ FP • FQ ' 

Le point p est donc fixe. Donc, etc. 

PoRisME ex VU. — Étant données trois droites SA, 

SB, se qui passent par le même 
point s, si autour de deux points 
fixes P, Q on fait tourner deux 
droites qui se coupent sur l'une de 
ces droites SC, et rencontrent, reS" 
pectii^ement, les deux autres en a 
et h: la droite ab passe par un point donné. 

En efTet, soient c et p les points où la droite ab rencontre 
SC et PQ. Le Lemnxe III, applique d^ abord aux trois droi- 
tes SA, SB, SC coupées par pat, p AB, fournit la relation 

C(i ^ bp Cp ^ Bp 

^ * ^ "" CÂ • BÂ* 

Et pareillement, à l'égard des trois droites mn, mb^ me 
coupées par les deux mêmes, 

ca ' ba CP • QP' 

De ces deux égalités résulte celle-ci : 

Bp _ BA.€P 
Q^"" CA.QP 
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qui détermine la position du point p sur là droite PQ. Ce 

qui démontre le Porisme. 

PoRisME ex Vin. — Si sur deux droites SA, SB dont les 

points A, B sont donnés^ on prend deux 
points m^ m' liés par V équation 

Am.B/ri'= AS.BS : 

la droite mm' passera par un point donnée 
Qu'on form« sur les deux droites SA, 
SB le parallélogramme ASBP ; le sommet 
P sera le point par lequel passe la droite mnJ. 

En effet, si Ton considère les droites PA, PB et une troi- 
sième menée par le point P et rencontrant SA, SB en m, 
ml y on aura évidemment 

SA Bm' 




Km 

Donc etc. 



SB 



ou Am.Bm' = AS.BS. 



VÏI'' Genre (i). 



Porisme CXIX. — Étant donné un angle ASA', on fait 

tourner autour d^un point P une droite qui rencontre les 

côtés de V angle en a et 
a'; d^un autre point Q 
on mène les droites Qa, 
Qa' qui coupent une 
droite fixe CD parallèle 
à SQ, en deux points m, 
m' : // existe sur CD un 

point E, tel y que le rapport des deux segments Em, Em' 

reste constant. 

Ce point E est à l'intersection de la droite CD, par la 

droite PQ. 




(i) VoirTénoDcé de ce Genre, p. \!\l\. 
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En edet, soit Pbb' une deuxième position <le la droite 
tournante : Q A et Qi' déterminent sur CD les points 6, 6'. 
D'après le Lcmmelll, les trois droites Pua', PWet PAA' 
coupées par SA, SA^ donnent 

Sb'Il'^sV' Mb'' 

Mais^ d'après le Corollaire II (p. 83), les droites QS, 
Qa, Qt, QA, coupées par SA et CD, donnent aussi 



Sa ka E6 

* 




S6 • A^ "^ Em 




• 

Et de même 




Su' k'a' E6' 
Sb' • A' 6' "" Ew' 


• 


inc 

E/ii Em' Em 
E6 "~ ES' ' ^^ Em'"" 


E6 

E6'* 




G. Q. F. D, 


Vlir Genre (i). 





Po&iSME CXX. — Si de chaque point M dUtne droite 
LG on mène à un point fixe P une droite qui rencontre 

une autre droite AX en un point 
m ; et que du même point M on 
abaisse une perpendiculaire Mm' 
, sur la droite AX 5 le point A éfa/i^ 
donné surAX, et une ligne a étant 
aussi donnée : on pourra trouver 
deux autres points I et A sur AX 
et une raison X, tels^ que Von aura Inéquation 

Im.A'm' 




hm,a 



= \. 



(1) Voir renoncé de ce Geitre, -p. i 



("4) 

Qu'on mène par le point P une parallèle à LG, qui ren- 
contre la droite AX en I ; puis, qu'on prenne IC = a. QuW 
mène PC qui rencontre la droite LG en c^ et qu'on abaisse 
sur AX la perpendiculaire cC Enfin, qu'on prolonge PA 
jusqu'à la rencontre de LG en a, et qu'on abaisse la per- 
pendiculaire a A' sur AX. Ou aura 



lm,A'm' A'C 



fr»r 



Am,a 



AC 



Eu effet, les quatre droites PA, Pm, PC et PI coupées par 
AX et LG, donnent (par le Corollaire II du Lemme XI) 











Im IC ac 

• ^ , 

Am ' AC a M 


. 


Or 








ac A'C 
«M ~ A' m' 




Donc 












• 


Im 

• 

A/w * 


IC 
AC 




A'C Im.A'm' 
AW ^^ Am.IC ■" 


A'C 
AC 


ou, parce que 


IC 


= 


«. 












Im.A'm' A'C 





Am.a 



AC 



C. Q. F. D. 

PoRisME CXXI. — Si autour de deux points P, Q on 

fait tourner deux droites qui se 
rencontrent sur une droite don- 
née de position LM, et qui cou- 
pent une autre droite aussi don- 
née de position AX, en deux 
points m, m' ; une ligne ^L'étant 
donnée : on peut déterminer le 
point A sur la droite AX et 
trouver aussi deux autres points A' et 1 sur cette droite, 
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tels, quon aura toujours V égalité 

Im.A'm' 

A/71 ^ 

Qu^on mène par les points P et Q les parallèles à la droite 
AX, qui rencontrent la droite LM en 7 et 1 , puis les droites 
P/ et Q/ qui déterminent sur AX les deux points 1 et J'. 
* Qu'on prenne le point A' à là distance /a de J', de sorte 
que A'J' = jtJL, et qu on mène QA' qui rencontre LM en a, 
puis Va qui coupe AX en A. Les points A, A' et I satis- 
font à la question : c'est-à-dire que toujours 

I/w.A'm' 



km 



= A'J'. 



En effet, les quatre droites menées du point P, savoir PA, 
PM, Pi et Py, coupées par LM et AX en a, M, i, j et 
A, ni, I, donnent (d'après le Corollaire II du LemmeXI) 



Donc 



ou 



Im 


iU 


if 


A m 


«M* 


aj 


3nt, entre les points < 


A' m'"" 




iM 


I/IZ 


A'J 


f 


A m 


■ A'/w 


/' 


lm,A* m 


.— A 


JV 



Am 



C. Q. F. D. 

Observation, Le point A' déterminé par la condition 
AT= fx, peut être pris indifféremment d'un côté ou de 
l'autre du point J^ If s'ensuit que le Porisme admet deux 
solutions, quant aux points A et A': le point I restant le 
même dans les deux cas. 

i5 
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Il est clair qu^on a aussi la relation 

PoKTSME CXXII. — «Si rotï fait tourner un angle de 
y Af*A' m' I grandeur donnée autour 

de son sommet O, et que 
ses côtés rencontrent une- 
droite fixe AU. en deux 
points m, m' \ le point A 
étant donné sur cette droite : on pourra troui^er deux 
autres points I et A', et une ligne fi^ tels, qu'on aura tou^ 
jours la relation 

— l = F- 

Soit GrOG' parallèle à AX. Qu on fasse les angles AOA\ 
lOG' et GOJ' égaux à Tangle mobile mOni^\ et qu'on prenne 
fx = A'J' : les points I et A' et la ligne fx seront déterminés 5 
et l'égalité à démontrer devient 



Aw 



= A'J'. 



Les quatre droites OA, O/w, 01 et OG parallèle à AX, 
font entre elles les mêmes angles que les quatre OA', Om', 
OG et OJ'. Concevons une droite transversale qui rencontre 
ces droites dans les deux séries de points a, w, 1, g et a', n', 
g', f \ on aura, entre ces points (en vertu du Corollaire III, 
p. 84), 



an m 

— • — _ 

^g ' ^g 



.r ^r 



f ^f 



an' ^ g'n 



^'f'g'r 



Mais les droites 0A, Ow, 01, OG, coupées par AX et la 
transversale «/donnent (Corollaire II, p. 83) 

an ^ in Km 
^g' ^g^ l'w ' 



\ 
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et les droites OA\ Om^^ OG, 0}\ coupées par les deux 
mèinea AX, m\ 

Donc ^ 

C. Q. P. D. 

On démontrerait de même que 

km. y m' «T 

y- = AL 

A'm' 

P/<<j brièvement. Les quatre points A, m, I, oo ont leur 
rapport anhiarmonique égal à celui des 'quatre points A', 
mî, 00 ', J'. Ce qu'on exprime par Téquation 

km A! m 



ou 



I/iî "^ A'J' 
I m . A'/w' 



Donc, etc. 



Am 



= h!S. 



* X'G«nre(r). " 

PoBisME CXXni. — Autour d^un point O on fait tour^ 

ner un angle mOm' dont les côtés rencontrent une droite 

fixe LA en deux points m, m' ; le point A étant donné sur 

s> m I i n' A cette droite : on 

pourra troui^er un 
second point h\ un 
rectangle v et wie 
ligne /ui, tels, que 
pour une infinité 
de positions de l* angle mobile, on aura toujours l'égalité 

A m . B'm' =' V -h juL . mm\ 



(i) Voir l'énoncé de ce Genre, p. i56. 

i5. 
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Qu'an détermine les points A', I et J^, comme au Porisme 
CXXir, et qu'on prenne B'J'=IA, v = AI.A'A et fx=AL 
On aura la relation 

Am.B'm' = Al.A'A-t- Al.m/n' 

pour toutes les positions du point m entre I et J', ou au 
delà, selon que le point donné A est placé au delà des points 
I et J', ou entre ces points, respectivement. 
En effet, on a la relation 

Am.Vm' = A!m'. AI. (Porisme CXXII.) 
Ecrivons : 

Am .'(B'm' — B'J') = A'/n'. AT, 

A m . B'm' = A ffi . B' J' 4- A'm' . AT, 

Am:B'm'=:mA.3'B'+(A'A — m'A)AI. 

OrJ'Bî' = AI. Donc 

Am.B'm' = (mA — m'A)Al4-A'A.AI, 

ou enfin 

A/n.B'î7i'=r AI. A'A -H Al. mmf, 

c. jQ. F. n. 
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^BMBBiato 



IIP LIVRE DES PORISMES. 



m ■ 

Pappus dit : a Dans le III^ Livre, le plus grand nombre 
)) des hypothèses concernent le demi-cercle , quelques-unes 
» le cercle et les segments « Pour les choses cherchées, la 
» plupart ressemblent aux précédentes; Il y a en outre 
» celles-ci. » 

Ainsi que nous Favons fait pour le IP Livre, nous donne- 
rons d^ abord les Porismes ^i forment les huit Genres spé- 
ciaux au in® Livre, de XXII à XXIX *,. et ensuite, ceux qui 
rentrent dans les vingt et un Genres précédents. 

XXfl» Genre. 

Le rectangle de telles droites est au rectangle de telle et telle autro dans un 

rapport donné. 

PoRiSME CXXIV. — Quand une droite tourne autour 

d^un point p et rencontre deux 
droites SA, SA^ données de posi^ 
tion^ en deux points m, m'^ un 
point A étant donné sur la pre^ 
mière droite : on peut déterminer 
un point A' sur la deuxième et une 
raison X, tels, que le rectangle Sm. A'm' sera au rectangle 
A m . Sm' dans la raison X. 

Ce Porisme est exprimé par le Lemme III (proposi- 
tion 1 29 de Pappus ) . ^ 

' PoRiSME CXXV. — Qàand deux droites qui tournent 
autour de deux points P, Q en se coupant toujours sur une 
droite LM, rencontrent deux autres droites GX, G'X' en 
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m et m'; si deux points A, B sont donnés sur GX : on peut 

^ déterminer deux points A', B' 

sur G'X' et une raison ^, tels, 
que le rectangle m A . m' B' 
sera toujours au rectangle 
mB . n^' dans la raison X. 

En effet, qu'on mène les 
droites PA, PB quî coupent 
LM en a et Z) \ puis, les deux droites Qa, Qi qui rencon- 
trent G'X' en A' et B', Ces deux points sont les points de- 

f A f ' R' 

mandes, et la raison X :i= ' ^ y » De sorte que Ton a 

/wB./»'A' ~GB.G'A'" 

En effet, les droites PE, PM,Pû, P& coupées par les deux 
LM, GX, donnent, d'aprèsleCoroll.IduLemmelII, p. 8a, 

Ma £â /7iA GA 



Pareillement 

*^ mk GA 
Donc — - ! =^ = 



M^ • E6 
M^7 Ea 



' /wB 

w'A' 



M^ • £/» w'B' 
m'A' G' A' 



GB 

G' A' 
G'B' 

/wA./w'B' 



GA.G'B 



/o/ 



wB'GB /w'B'*G'B' 



ou 



wB.w'A' GB.G'A' 

C. Q. F. D. 

PoRiSME CXXVi. — Quand un cercle passe par trois 

points A, B, C, si autour de deux de 
ces points A, B, on fait tourner deux 
droites qui se coupent en M sur la cir^ 
conférence et rencontrent une corde 
EF en m et w! :^ le rectangle Em.Fm' 
est au rectangle Fm.Em' dans une 
raison donnée. 

Soient D, D' les points dans lesquels la corde EF rencon- 
tre les droites AC, BC. Les quatre droites AE, AD, A wi, AF 
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font entre elles les mêmes angles que les quatre BE^ Biy, 
Bm', BF. Par conséquent, on a, entre les deux séries de 
quatre points E, D, m, F et E, IK, m', F, d'après le Corol- 
laire III du Lemme III (p. 84), l'équation 



E/w ¥m E/w' F/w' 



ED • FD ED' • FD' 



ou 



E/w.Fw' FD'.ED 



Em'Fm FD.ED' 



Si EF est parallèle à BC, on trouve alors que 

Ew.F/y/ _ ED 
Em'.F/?/ "~ FD' 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Observation, On a 'encore entre m et /// Téquation 

Dm.Fm' __ DE 
D'/w'.F/w ""dHÎ' 

Ce» relations, qui s'appliquent aux sections coniques, con- 
stituent le théorème de Desargues sur Vinuolutioii, et for- 
ment, dans la Géométrie moderne, une des propriétés fon- 
damentales de ces courbes. C'est aussi à ces relations que 
se rapporte le troisième des cinq Porismes de Fermât (Voir 
aperçu his torique j p. 67-68). 

Porisme CXXVII. — Un cercle est circonscrit à un 

triangle ABC, et autour des deux 
'c sommets A, ^ on fait tourner deux 
droitffS qui se croisent sur lacircon- 
JérencCy et qui rencontrent en m et 
ni les tangentes en B et A : le rap- 
port des rectangles Am'. Sm et 
Sm^Bm est donné. 

En effet, les quatre droites AC, 
AM, AB et AS font entre elles des 
angles égaux à ceux des droites BC, 
BM, BS et BA Par conséquent, 
d'après le Corollaire III (p* 84), 
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on a, entre les deux séries de quatre points c, m, B, S et 
c', m', S, A, Téqualion 

Aiii'.S/w_ A£^Sc 
Sw'.Bm "~ Sc'.Bc' 

Donc, etc. 

PomsME CXXVIII. — Quand un cercle est inscrit dans 
s b c m'ffl o untriangleaibcj si au- 

tour des deux points 
de contact A, 6 on 
fait tourner deux 
droites qui se cou-' 
pent sur la circonfé- 
rence et rencontrent 
le côté ab du triangle en uieiw!\ le point S étant à Vin- 
tersection de ce côté par la droite AB : le rectangle S m. S m' 
sera au rectangle am'.bm dans un rapport donné, 

O5 rapport est p tA 9 c'est-à-rdîre que l'on a 




se 



Sm.Sm' 



(jLm! . hm </ C . é C 



En effet, les quatre droites AS, A A, AC, A m font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Ba, BA, BG, Bm^ 
Par conséquent, les deux systèmes de quatre points S, i, C, 
m et a, S, C, fy/, sont liés par la relation du Corollaire; III 

(p. 84), 

S/w ^ se _am' ^ aC. 

Tik • ïc '^^ w • se' 



ou 



Sw.Sm' 



se 



iwi.am' aÇk.bÇX 



Donc, et(î 
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Observation, Chacune des deux équations suivantes sa- 
tisfait aussi à renoncé du XXII^ Genre : 



-> 




bm . C m' bS.Ca 

C/7i.S/w'"~CS.Sa 
Cm.am' Cb aS 
Sm.Cm' ■" S^.CS* 

PoRiSME CXXIX. — Quand un cercle est circonscrit à un 
triangle PQR, si deux droites tournent autour des som- 

mets P, Q, en se coupant tou-^ 
jours sur la circonférence, et 
renconirent deux droites don^ 
nées de position LC, UCI en 
deux points m, m'; deux points 
A e^ B étant donnes sur la pre^ 
• mière de ces droites : on peut 
trouver deux points A', B' sur 
la deuxième et un rapport i, 
tels, que le rectangle KiaJ^ w! sera a,urectangle À! vû! .Hm 
dans le rapport i. 

Qu'on mène les droites PA, PB qui rencontrent la cir- 
conférence en a et b\ les deux droites Q^ct^Q^b déterminent 
sur la droite L'C les deux points cherchés A', B'. Soient C 
et C les points où les droites QR, PR rencontrent LC et 

L'C, respectivement: le rapport i est égal à * « 

En effet, les quatre droites menées du point P, Pu, Pi, 
PR, PM font entre elles des angles égaux à ceux des quatre 
droites Qa, Qi, QR, et QM^ par conséquent, on a, entre 
les deux séries de quatre points A, B, C, m et A', B', C, m\ 
l'équation 

km ^kC _ k' m\ K'G Aw.B'/w' AC.A'C 

B/w •BC ~" B^ • B^' 

Ce qui démontre le Porisme. 



ou 



♦t.» 



A'/»'. B/w A'C'.BC 
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Observation. Les deux droites sur lesquelles sont formés 
les segments Aw, A' m' peuvent coïncider; le Porisme sub- 
siste et la démonstration reste la même. 

Porisme CXXX. — Un cercle est inscrit dans un triçn-- 

gle SCC; une tangente tourne sur 
la circonférence et rencontre les 
deux côtés SC, SC du triangle 
en m et w! \ si deux points A e£ B 
sont donnés sur le côté SC : on 
pourra trouv^er deux points A', B' 
sur le côté SC et une raison X, 
tels y que Ion aura toujours la re- 
lation • 




B m . A' m' 



h 



Les tangentes au cercle menées par les deux points don- 
nés A et B, rencontrent le côté SC en A' et B' qui sont les 

deux points dismandés ] et la raison X est égale à ' , « 

BC . A C 

En effet, soient w, w' les points de contact des côtés SC, 
SC, a le point de contact de la tangente AA', et O le centre 
du cercle. Les deux droites OA, OA' sont perpendiculaires 
aux cordes coa, o/a; par conséquent, l'angle AOA' a pour 
mesure la moitié de l'arc coao)'; de même l'angle mOn/] et 
de même les suppléments des angles BOB', COC. Il s'ensuit 
que les droites OA, OB, OC et Om font entre elles dès 
angles égaux à ceux des droites OA', OB', OC et Om'. 
Donc, en vertu du Corollaire III (p. 84), on a, entre les 
deux séries de point? A, B, C, m et A', B', C, m', l'équa- 
tion 



A/w AC 



B' m' ' B' a ' 



ou 



Aw.B'/w' AC.B'C 



Bm.A'w' BC.A'O 



f nr 



Ce qui démontre le Porisme. 
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Scolîe. La démonstration fait voir que si le point donné 
A coïncide avec le point de contact w de là tangente SC, le 
point A' vient en S; et que si le point donné B est situé en 
S, le point B' coïncide avec le point de contact co' de la tan- 
gente se* De sorte qu'on a alors Téquation 

w/w wC S m' se 



ou 



S/w*SC 



um.u'/n' 



w'/7i' 'w'C 



wC.w'C 



sw.S//ï' se. se 

PoRisME CXXXI. — Quand quatre droites A, B, C, D 

données de position sont tan- 
gentes à un cercle : toute autre 
tangente les rencontre en qua^ 
tre points a, b, c, d, tels^ que le 
rapport des rectangles ac.bd 
et ad .bc est donné. 

Soit a le point de contact de 
la tangente A et 6, y, S. les 
points où cette tangente rencontre les trois autres B, C, D: 




la raison donnée est égale à 



a^ . 67 



De sorte que Ton a 



ac.btl ay *^S 

■- ' — — — • 

ad.be aS.^y 

En effet, que du centre du cercle on mène les droites 
0«, Oi, Oc, Odj OûCj 06, O7, Oâ, Les angles que les 
quatre premières font entre elles, sont égaux à ceux des 
quatre autres; par conséquent, d'après le Corollaire III 
(p. 84) j on a, entre les deux séries de points a, è, c, det 
oc, 6, y, J, l'équation 

ac bc oLy ^^y 



( =»36) 



OU 

ac.bd (xy ,^S 
ad.bc o^.^Y 

Donc, etc. 

Corollaire. Ce Porisme, mis sous la forme des théorèmes 
ordinaires, prend cet énoncé : Lorsque quatre tangentes à 
un cercle A, B, C, D rencontrent deux autres tangentes 
en deux systèmes de points a, b, c, d e^ a', b', c', d', on a 
entre ces points la relation 



ac 



bc 



a!e b'c' 



ad* bd" a'd' • b'd' 



ou 



ac.bd _ a'c* Md' 
ad.be'^ a'd'.b'/ 



Cette proposition offre une des propriétés du cercle les 
plus importantes dans la Géométrie moderne. 

Porisme CXXXII. — Quand un cercle est inscrit dans 

un triangle SCC, dont il 
touche les côtés SC, SC en 
Cl), Cl)' : une tangente quel- 
conque rencontre ces côtés 
en deux points m, m', telsj 
que le rapport des rectan^ 
gles Sm.C'm'ef Cm.ci)'m' est 
donné. 

En effet, les angles coOS, mOm\ SOci)' et le supplément 
de Tangle COG sont égaux, comme ayant chacun pour me- 
sure la moitié de l'arc coci)'. Par conséquent, les quatre droi- 
tes OS, Où), Om et OC font entre elles des angles égaux à 
ceux des droites Oci)', OS, Om' et OC, prolongée au delà 
du point O. On a donc, entre les quatre points S, co, C, m 
et Cl)', S, C, m', Téquation 




S//I S 



b> 



&/ m' ^ « 



'S 



Cm • wC Cm' • SC 



ou 



Cm.Wm' "^ wC w'S 



qui démontre le Porisme. 
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PoRisME CXXXIII. — Quand une tangente tourne sur 
«n cercle et rencontre deux 
tangentes fixes SA, SA' en 
deux points m, m', si d'un 
point Jixe P, pris au dehors 
du cercle, on mène les droi- 
tes Pin, Pm',- et si n, tl' sont 
les points d'intersection de 
ces droites et de la corde EF 
qui joiut les points de con- 
tact des tangentes issues 
du point P : les rectangles 
En.Fu'el En'.Fn sont dans une raison donnée. 

Eneiret, soit AA' une position delà tangente mobile mm'; 
la tangente PE rencoiitre SA, SA' en e et e'; et la tangente PF 
en fei fj. On a, d'après le coroUaîreduPonsme CXXXI^ 

/m-fk-fm'-f'K'' 

On sait d'ailleurs, par îe Corollaire I du Lemme III 
(p. 8a), que 

PM . «A__ En . Efl 
fm 'fK~Vn '• Frt' 



Rn' 
ÈV 


Efl' 








u 


En.Fn' 
E/i'.F« 






.Fa" 



Ce qui démontre le Poiisme (■iioncé. 

PontSME CXXXIV . — Quand un triangle ABC est inscrit 
dans un cercle, si autow d'un point P de la circonférence 
on fait tourner une droite qui rencontre les côtés du trian- 
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gle en a, b, cet la circonférence en m : le rapport des rec- 
tangles am . bc et bm . ac sera donné. 
En effet, la droite Cm rencontre 
le côté ÂB en un point m\ et l'on a, 
d'après le Porisme CXXVI, 




Ac.Bm 



; = i. 



'^ étant une raison constante, quel que soit le point m de la 
circonférence. Mais, par le Lemme III, 

Am'.Bc am.be 



Âê.Bm^ ac.bm 



Donc 



am 



.bi 



ac.bm 



= X 



const. 



On détermine très-simplement X en menant la transver- 
sale Pa6 parallèle à la droite ÂB ; car on obtient alors 

Ainsi le Porisme est démontré. 

PoRisME CXXXV. ^«- Quand un cercle est inscrit dans 

un triangle ÂBC, si de 
chaque point M d^une 
tangente fixe LM on 
mène une tangente au 
cercle et une droite abou" 
tissant au sommet C du 
triangle : cette tangente 
et cette droite rencon- 
treront le côté AB en deux points m, m', tels, que le rap^ 
port des rectangles Am.Bm' e^ Am'.Bm sera donné.' 

En effet, soit Dd une des positions de la tangente M/n; 
les deux tangentes LM et AB sont coupées par les quatre 
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Aa, B£, J)d et mM : ainsi, d'après le Porisme CXXXI, 



Am ^ B/w 
ÂD • BD 






bd 



Les droites menées du point C aux quatre points a^ i, d et 
M rencontrent la tangente AB en A, B, EK, m\ et l'on a (par 
le Corollaire I du Lemme III), 



'ad 



bu 

Td 



km\ Bm' 

aW *W 



Donc 



ou 



Am ^ B/w Am' ^ 'Bm' 

AD • BD ""ÂF" • BD^ 



Am.Bm' AD.BD' 



mm' 



Bm.Am' BD.AD'' 
Ce qui démontre le Porisme. 

XX!!!*» Genre. 

Le carré construit sur telle droite est à une certaine abscisse dans un 

rapport donné. 

Porisme CXXXVI. — Étant donnés un cercle dont le 

diamètre est AC,. et un point B sur 
— la tangente en A^ si des points A 
et B on mène à chaque point M de 
la circonférence les droites AM, BM 
qui rencontrent en m et mf la ton-' 
gente au point C : le carré du seg^ 
ment C m est à V abscisse mm' dans 
un rapport donné, , • 

En effet, soitMp la perpendiculaire abaissée du point M 
sur le diamètre AB, on a, dans le triangle mCA coupé par 

Cm Mp 
CÂ'^Ap' 




Uo 



Par 












Otl 


Cm 

i 

CA 


» 

A/» 


_Cp.kf 

-^ ^a 

A/» 

Cm 


A/» 

CA 


Ma 
AM 


• 

AB 




mm' AB 

Ce qui démontre le Porâme. 

PoKisxE CXXXVn. — Quand des denù-circonféren" 
ces, telles que m C m', ont le mente centre et pour base une 
même droite, un point A étant donné sur cette droite; si 

Von prend le point 

n dont la distance au 

point A soit égale à 

-J^ la tangente menée 

de ce point n à la 

circonférence mCm' : le carré de Km. est à V abscisse nm 

dans un rapport donné. 

On a, en effet, 

nm 

m 

Car nt étant la tangente à la circonférence, 

— » , 

ni = nm . nm : 

et par conséqueni 

An =nm.nm\ 
Cette relation, d'après leLemme XXm, donne celle-ci : 

Am =m/i.(Aw-HAm'), 
ou 



= aAU, 

mn 

c. Q. F. D< 
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Observation. Si le point A se trouvait intérieur à la cir-. 
conférence variable m Cm', ce serait le Lemme XXV que 
Ton invoquerait. 

XXIV Genre. 

Le rectangle construit sur telles droites est égal siu rectangle qui a pour 
côtés une droite donnée et le segment formé par tel point à partir d'un 
point donné. 

PoRiSME CXXXVni. -^ Si autour de deux points P^ Q 
on fait tourner deux droites (fui se coupent toujours sur une 

droite donnée de position 
LM, et rencontrent^ respec^ 
tii^ernent, deux droites fixes 

2^^..^^1^2^î^^><^' \ ^X> ^'X' ^^ °^' ^ \ w point 

A étant donné sur la pre^ 

niière de ces droites : on 

pourra trousser deux points 

A' et y sur la deuxième, et une ligne /jt, tels, que le rec^' 

tangle Am. J'm'^era toujours égal au rectangle /x. A'm'. 

Qu'on mène PA qui rencontre la droite LM en a^ Qa 
qui rencontre E'X' en A' 5 P; parallèle à EX et (jui rencon- 
tre LM en; ; puis Q; qui rencontre E'X' en J'; Qi paral- 
lèle à E'X', qui rencontre LM en i] et enfin Pi qui ren- 
contre EX en L Les points A' et y sont les points demandés, 
et fi = AI. 

En effet, les quatre droites Pa, PM, P/, Py coupées par 
les deux LM, EX donnent, d'après le Lemme XI^ 

A/w aM ^y'M 

AI ai * Ji 

Et les droites Qa, QM, Qiy Q/, donnent de même 

A'/w/ aM /M 
m ai jt 

16 



Donc 



A m 



k'm' 
y m' ' 
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ou A m . Vm' = A'/zi' . AI. 




C. Q. F. D, 

PoRiSME CXXXIX. — Quand un cercle est circonscrit 
à im triangle PQR, si autour des deux sommets P, Q on 

Jaii tourner deux droites qui se 
coupent sur la circonférence et 
qui rencontrent deux droites 
fixes AX, A'X' en m et m\ le 
point A étant donné sur AX : on 
pourra trouver les points A' et 
y sur A'X', et une ligne fx, tels^ 
quon aura toujours 

Am.J'm' = fi. A' m', 

.Qu'on mène PA qui rencontre la circonférence en a, et 
parallèlement. à AX, P/ qui rencontre la circonférence en 
j. Les droites Qa, Q/ déterminent sur A'X' les points cher- 
chés A' et J'. Pour la ligne p, il suffit de mener à A'X' la 
parallèle Q/ qui rencontre la circonférence en i-, puis P/ 
qui rencontre AX en I. On prendra 

fjt=:AI. 

En effet, les quatre droites Pa, PM, Pi, P; font entre 
elle des angles égaux à ceux des quatre, droites Qa, QM, 
Q/, Qy. Par conséquent, on a, entre les points. A, /w, I et 
A', m'> J' (comme il a été démontré au Porisme CXXII) 
l'équation 

A m A' w' 



AI 



J'm' 



OU km. y m' =: AI . A'/r/. 

c. Q. F. D. 



Observation, Les deux droites AX, A'X' peuvent se con- 
fondra. 
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PoRiSME CXL. — Quand un cercle est tangent à deux 

droites SX^ S'X', si l'on mène une troi- 
sième tangente quelconque qui ren- 
contre lès deux premières en m et m!] 
le point A étant donné sur SX : on 
pourra troui^er deux points A^ et i' sur 
SX', et Une ligne p., tels, quon aura 
toujours 

Ani.Vm* = ^k. A'/r/w 

Les deux tangentes menées, Tune par le point A et l'au- 
tre parallèlement à SX, rencontrent SX' dans les deux 
points demandés A' et J'. Quant à la ligne |ui, elle se déter- 
mine par la tangente parallèle à SX\ qui coupe SX en I; 
on aura 

11 = M, 

En effet, les quatre droites menées du centre O du cercle 
aux trois points A, w, I, et parallèlement à SX, font entre 
elles des angles égaux à ceux des quatre droites menées du 
centre, les deux premières aux points A', m', la troisième 
parallèle à SX' et la quatrième au point J'; ce qu'on prouve 
comme au Porisme CXXX. On a donc, comme dans le 
Porisme précédent, entre les points A, /7i, I et A', w', J', 
Téquation 



A m A' m' 



AI J'm' 



ou A/w.J'/w' = AI.A'm'. 



C. Q. F. D. 



XXV*Geore. 

Lé^arré ccmstraît sur telle droite est égal au rectangle qui a pour côtés une 
droite donnée et le segment formé pax^une perpendiculaire, à parttr'd'un 
. point dohné. 

PomsHE GXLI. — • Si de chaque point m et une demi- 

i6. 
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circonférence de cercle on abaisse une perpendiculaire mp 
^ sur son diamètre AB : on pourra trouî^er 

y^ ^N^ une ligne fx, telle J que l'on aura toujours 



En effet, on a 



km z=[i.Ap, 



m ■ a 

Am = AB.A;;. 



/' 



PoRiSME CXLIL — Si autour de deux points AC d^une 

circonférence de cercle on fait tourner 
les côtés d'un angle droit AMC, et que 
du point m oii le côté CM rencontre la 
circonférence, on abaisse une perpen^ 
diculaire mp sur /<? diamètre AB : on 
pourra trouver une ligne fx, telle ^ que 




on aura 



AM =11. Ap. 

En effet, les deux triangles rectangles AMC et AmB sont 
semblables, parce que les angles en C et en B sont égaux. 
Par conséquent, on a 

AM.AB = Am.AC 
et 



AM .AB =Am .AC. 



Or Am z=z Ap. AB, et AC = Ac.AB. Donc 



AM =. Ap.Ac. 

Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME CXLin. — Si d'un point O pris sur le dia- 
mètre AB d'un denU^cercle, on 
mène une droite à chaque point 
m. de la circonférence ^ et que de 
ce point on abaisse la perpen^ 




D B P 0' <^ 
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diculaire mp sur le diamètre AB : il existera un point D 
sur le diamètre AB j et une ligne jia. tels, que le carré 
construit sur Om sera égal au rectangle construit sur 
cette ligne fi et sur le segment Dp, 

Soit C le centre du cercle, et Çy le point déterminé par 

l'expression CA = CO.CO': le milieu D des deux points 
O, (y est le point cherché, et la ligne fi est égale à 2. OC; 
de sorte qu'on a 

Ôm=20C.Dp, 

Cela est une conséquence du Lemme XXXVII (proposi- 
tion i63). 

En effet, d'après ce Lemme, 



OA =0m H-(OA-j-OB)Ap, 



ou 



et 



OA =0m -haOC.Ap 



Om =0A — aOC.Ap. 
Or, d'après le Lemme XXIII, 

OÂ' = OC(OA-i-0'A) = 20C.AD. 
Donc 

Ôm=20C.AU—20C.Ap = 20C.{Aîi — Ap)y 



PORISME CXLIV. 




B^ PC 



Om j=20C.Dp. 

c. Q. F. D. 

— Étant données deux demi-^ircon- 
férences dont les centres 
C, CI et les bases AB» 
A'B' sont sur une même 
droite, si de chaque point 
m de l'une on mène une 
tangente à Poutre et une 
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perpendiculaire inp sur la droite des centres C, G : on 
pourra trouver sur cette droite un point O, tel y que le 
carré de la tangente sera au segment O'p dans une raison 
donnée. 
On aura 



— 1 
mi 



_ =2. ce. 

Pour le prouver, prenons sur CC le point O déterminé 
par la relation OA .OB= OA'.OB'; on aura 

Om.Om!=Oa.Ob. 
Il s'ensuit ^ 

ma , mb = 2 mO . aê ; 

a, 6 étant les milieux des cordes mm'^ ab. 

Car 

Oa = ma — wO, Oi=/?ii — wO, 



Oa.Oi = ma.mb — mO (ma -j- mi) + mO = Om.Om', 

Donc 

, ma . mb = m O (ma -j- mi — mO + m'O) 

=:(ma-|-77ii — mm')mO, 
ou ' 

ma.mb =mO.(2m6 — 2ma) 

= 2mO.(mS^ — ma) = 2m0.a6. 
Or, en vertu des triangles semblables, 

cë = ÔC' = Ô^' °" ccë.0m = 0p.Ca. 

Delà 

ma . mè = a 0/> . CC. 

Mais tna . mb = mt . Donc enfin 

Op 
Ce qi^i démontre le Porisrae. 



(My) 

Corollaires. Si au lieu de demi-circonférences on consi- 
dère des cercles entiers, et qu'ils 
se coupent, le point O est évi- 
demment sur leur corde com- 
mune EF. On a toujours 




ou 



mq 



mt 



= a . ce, 



= 2 ce, 



mt _ ce 



c'est-à-dire que : le cari'è de la tangertte mt est à Faire du 
triansle EmF dans une raison donnée 



. /4cc'\ 



Ce qui forme un Porisme. 

On en conclut cette réciproque : 

Deux points étant donnés sur un cercle : le lieu d^un 
point tel, que le carré de la tangente menée de ce point à 
la circonférence du cercle, et Vaire du triangle formé 
par les droites menées du même point aux deux points 
donnés, soient dans une raison donnée, est un cercle. 

Le Porisme peut prendre une autre expression : car l'an- 
gle en m est constant ', par conséquent, diaprés le Lemme XX 
de Pappus, les aires de deux triangles EmF, E/n'F sont 
entre elles dans le rapport des rectangles wE.wF, 7/1'E.w'F. 



mt 



mE.mF 



est donné, c'est-à-dire 



D'où il suit que le rapport 

que : 

Quand deux cercles se coupent, si de chaque point de 
l'un on mène une tangente à r autre et des droites aux 
deux points d'intersection des cercles, le carré de la tan- 
gente est au rectangle des deux droites dans une raison 
donnée, ^ 



^ 
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Par conséquent encore : Deux points étant donnés sur un 
cercle, le lieu d'^un point tel, que lé cairé de la tangente 
menée de ce point à la circonférence du cercle, soit au rec* 
tangle des deux droites menées du même point aux deux 
points donnés, dans une raison donnée, est un cercle dé^ 
terminé de grandeur et de position. 

Ce théorème est un des Porbmes donnés par lord 
Bf*ougliam, dans son Mémoire intkulé : General Théo-- 
rems, cliicjly Porisms, in the higher Geometry, qu'on 
trouva dans les Philosophical Transactions de la Société 
Royale de Londres, année 1798 (1). 

PoRisME CXLV. — Étant donnes un triangle ABC et 
une droite EF parallèle à la base AB ; si de chaque point 

m de cette droite on mène mC, 
mB qui rencontrent, respective- 
ment, les cotés ABy AC en n, n' : 
la droite nn' coupe la droite EF 
en un point m', et Von a toujours, 
entre les deux points m et m\ la 
relation 




— 1 



Em=fx.E/n'; 

oii [X est une ligne de grandeur connue. 

Cela est une conséquence du Lemme VII de Pappus. Car 
il résulte de la réciproque de ce Lemme que dan s le quadri- 
latère Bn/i'C coupé par la droite EF, parallèle au côté B/* 
et passant par le point de rencontre des deux diagonales^ 



(1) « Tvro points in a circle being given (but* not in one diameter), ano- 
^er circle may be descrtbedi such, that if from any point tfaereof to tbe {^1- 
ven points straight lines be drawn, and a line touching the given circle, the 
tangent shall be a mean proportlonal between the lines so inflected. 

> Op, more generally, the square of the tangent shaU hâve a given ratio 
^0 the rectangle ùnder the inflected linçs. » (Proposition VU, p. 382.) 



(Ma) 

on a 

Donc, etc* 

PoEiSME CXLVI. — Étant donnés un triangle ABC et 
la droite AD, si de chaque point M du côté CA on mène 

' la droite MB qui rencontre AD en 
— n', et une parallèle à la base AB, 




qui rencontre le côté CB en n; 
puis, quon mène les droites An 
et nn' qui rencontrent en m ef m' 
la parallèle à la base AB, menée 

par le sommet C : on pourra troui^er une ligne ft, telle, 

quon aiira toujours 



Cm = fi.Cm'. 

• « 

En effet, les quatre droites qui partent du point A, cou* 
pëes par les deux CD, MB, .donnent 

-— - =:.r7— r : zr—;- (Corollairc II du Lemme XI, p. 83 .) ' 
CD M/i B/ï ^- . 

Et paroi Ueibent, les quatre droites qui partent du point 
Hj coupées par les deux mêmes.CD, MB, donnent 

Cm __BG ^MG 
Donc 

CW Cm > TT-^ ^^rx ^ -f 

;7r- • ;7— , = I , OU Lm =^ CD ,Lm\ 
CD C//I 

Donc II ;= CD. DoDC, cic. 

XXVP Genre. 

Tel rectangle, qui a pour c<Mé8 la somme de deux droitej» et une droite en 
rapport donné atec telle autre^ est dans un rapport donné aveo telle ab- 
scisse. 

PoRxsME CXLVII. — Si autour de deux points P, Q 
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Q d'un cercle on fait tourner deux droites qui se coupent 
en M sur la circonférence du cercle, et qui rencontrent 

une corde EF en deux points m, m'; 
une raison X étant donnée : on peut 
trout^er deux points A €?t B sur EF et 
une ligne p., tels^ que dans tous les 
cas ou le point m se troui^era hors du 
segment AB, o« aura la relation con- 




stante 



(Aw-h B/w)>.F/;/ 



7/1/71 



= ^. 



Qu*on mène la corde Qi parallèle à EF, et Pi qui ren- 
contre EF en 1 5 puis, qu on prenne EA = J . El, ÈB = EA, 
et /:x = BA, on aura 



(Am-hBm)l.Fm' 



mm' 



= BA. 



En effet, d'après le Porisme CXXVI, on a 

Ew.F/7?^ _ ^I 
Em'.tm "~ FÏ 

Et par conséquent, d'après le Porisme LXXXII, 

E/w.F/Ti' ^, 

T- = El. 

mm' 

Or, EA = EB ; et, par suite, 

A/w 4- B#7i 



Em = 



Donc 



rirr-^^ = 2 El; 



mm 



pu 



(AtTî -f-B772)>.F/7l' 



777 W 



= 2X.EI = BA. 



C. Q. F. D. 
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XXVIÏ" Genre. 

Il existe un point tel, que des droites menées de ce poipt comprennent un 

triangle doiiné d'espèce. 

PomsME CXLVIII. — Étant donnés deux demi-cer- 
des O, O', et un angle : on peut troui^er un point S, tel, 

que si Von fait tourner autour 
de ce points comme sommet, 
V angle donné, dont les côtés 
Se, Se' rencontreront les demi- 
circonjérenccs en c et c\ res- 
pectivement, le triangle Sec' soit donné d^ espèce. 

C'est-à-dire, puisque Tangle cSc' est donné de grandeur, 
que ses côtés Se, Se' doivent être dans un rapport con- 
stant. 

Que sur OC on décrive un segment de cercle capable de 
Tangle donné 5 et qu'on prenne sur Tare de ce segment le 
point S, de manière que le rapport des lignes SO, SO' soit 
égal à celui dés rayons Oa, CKa'. Ce point, que l'on déter- 
mine par le Lemme XXIX (proposition i55) de Pappus, 
satisfait à la question ; et la raison constante dés deux lignes 

Se, S</, est égale à ^rr-,» 

° O a 

Prenons sur Se' le point e", tel, que Ton ait 

Il s'agit de prouver que ce point c" coïncide avec e'. 
On a, p^r construction, 

SO 0« 



d'où résulte 



S0'"~0«'* 
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Donc 

Sa Se 

gp~s7' 



Mais les angles aSc, «'Se'' sont éçaux, parce que les angles 
ose, cS</ sont égaux : les deux triangles aSc et a'Sc''sont 
donc semblables, comme ayant un angle égal compris entre 
côtés proportionnels. Par conséquent, d'une part, les angles 
Oac et Ql ald' sont égaux; et, d'autre part, on a 



ac a c 



et, par suite. 



ac a!c" 



Donc les deux triangles Oac et Qlolc!\ sont semblables^ 
comme ayant un angle égal compris entre côtés propor- 
tionnels. Mais dans le premier, Oa = Oc; donc, dans la 
second, Qlal =^ (y c". Le point d' est donc sur la circonfé- 
rence Cy, et, par conséquent, coïncide avec c'. Ce qu'il fal- 
lait prouver. 

Le Porisme est donc démontré. 

Corollaire. Le lîeu d'un point dont les distances aux 
centres OO' de deux cercles sont entre elles dans le rap- 
port des rayons Oa, Qfd^ est la circonférence qui a pour 
diamètre la droîtequi joint les centres de similitude des deux 
cercles. D'a:près cela, on conclut du Porisme qui vient d'être 
démontré, ce théorème : 

Etant donnés deux cercles O, C, un point S pris sur la 
circonférence qui a pour diamètre la droite qui joint les 
centres de similitude des deux cercles ^ si autour de ce 
point y comme sommet, on fait tourner un angle égal à 
OSCy, dont les côtés rencontreront les deux cercles en deux 
points c, c' : le rapport des deux lignes Se, Se' sera, con- 
stant et égal au rapport des rayons des deux cercles. 
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Obseivation. Des deux éléments qui constituent Yes^ 
pèce du triangle dont il est question dans le Porisme précé^ 
dent, savoir, Fangl^ au sommet et le rapport des deux côtés, 
un seul est à trouver, puisque l'angle est donné de fait. 
Dans les Porismes suivants, V espèce des triangles est com- 
plètement inconnue et la recherche de ces deux éléments 
fait l'objet des propositions. 

PoKiSME CXLIX. — Quand deux droites SA, SA' sont 
dmsées en parties proportionnelles, il existe un point O, 

telj que les droites menées de ce 
point à deux points homologues 
quelconques des deux divisions , for^ 
ment un triangle donné d^espèce. 

C'est-à-dire que les deux droites 
font entre elles un angle de gran- 
deur constante, et que leurs Ion-» 
gueurs sont dans une raison constante. 

Soient a, b deux points de SA ; a\ V les deux points ho* 
mologues de SA'. Concevons les deux circonférences decer- 
cle a S a', bSb\ qui se coupent en O. Ce point O satisfait 
à la question. 

En eifet, les angles a O a' et bOV soi^t égaux entre eux, 
parce que Tun et l'autre sont égaux à l'angle a Sa'. L'angle 
des perpendiculaires abaissées du point O sur SA et SA' est 
aussi égal à Fangle AS A', et est, par conséquent, égal aux 
aQgles aOa\ bOV. On conclut de là, en vertu du Porisme 
XLVIII, que si Ton fait tourner cet angle autour de son 
sommet O^ ses côtés passeront, respectivement, par chaque 
couple de points homologues c, c', rf,^', . . . des deux droi- 
tes SA, SA'. C'est-à-dire, que tous les angles aOa', iOi', 
cOcf^ . . • sont égaux entre eux. Il reste à prouver que les 
côtés de chacun de ces angles sont dans un rapport cons- 
tant. 
•Or, les angles aOa' et bOV étant égaux, il s'ensuit que 



1 



les angles aOb ci a'OV sont égaux. Mais les angles SaO, 
Sa!0 sont t^gaux^ parce que les quatre points S, a^ cl^ 
sont sur un même cercle» Les deux triangles aO&, ciQV 
sont donc semblables. Conséquemment 

0^~ 



OA' 



Et de même 






Oc 

O?' 



Le Porisme est donc démontré. 

PomsMB CL. — Quand de chaque point d'une droite 
L on abaisse des perpendiculaires sur deux autres droites, 
il existe un certain point qui, auec les pieds des deux per- 
pendiculaires, forme un triangle donné d'espèce. 

C^est-à-dire que les droites qui joignent le point en ques- 
tion aux pieds des perpendiculaires abaissées de chaque 
point de la droite L^ sur les deux autres droites, forment 
un angle de grandeur constante et sont entre elles dans un 
rapport constant. 

En effet, les pieds dés perpendiculaires divisent les deux 
droites en parties proportionnelles (Porisme XLVII). Donc 
le Porisme énoncé est une conséquence du précédent. 

Ce Porisme s'applique également aux pieds des obliques 
abaissées de chaque point de la droite L sur les deux autres, 
sous des angles donnés. 

PomsME CLI. — * Étant donnés deux cercles et deux 

points A, A' sur leurs tircon^ 
férences : on peut trouver uH 
point O, tel, que les droites me- 
nées de ce point sous un angle 
égala V angle AOA' et terminées 
aux points m, m' des deux cir- 
conférences, forment un trian- 
gle mOtn! donné d'espèce. 
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Soît S le point de rencontre des deux rayons CA, C/ A'. 
Qu'on décrive deux circonférences dont l'une passe par les 
trois points A, A', S, et l'autre par les trois C, C, S 5 elles 
se coupent en un point O qui est le point cherché. 

En effet, les angles AOA' et COC sont égaux, parce que 
chacun d'eux est égal à l'angle CSC Donc si on fait tour- 
ner le cercle C autour du point O de manière que OA' vienne 
se placer sur OA, OC viendra sur OC. Mais alors le rayon 
C'A' se prouvera parallèle au rayon CA, parce que les 
angles. OCS, OC'S sont égaux, comme compris l'un et l'au- 
tre dans le même segment de cercle. Il s'ensuit que le point 
O sera le centre de similitude des deux cercles. Par con- 
séquenty une droite quelconque menée par ce point les 
rencontrera en deux points m^ rrl dont les distances au 
point O seront entre elles dans le rapport de OA à OA'. Et 
si on ramène le second cercle dans sa position primitive C, 
par une rotation autour du point O9 ces deux droites O/n, 
Om' feront un triangle mOm' de même espèce que le trian- 
gle AOA'. 

Ce qui démontre le Porisme. 

XXVIir Genre. 

Il existe un point te], que les droites menées de ce point interceptent des 

arcs égaux. 

PoRisME CLII. — Étant donné un point D dans le 

plan d^un cercle, il existe, un 
deuxième point E, tel, que si 
par le point D on mène une 
droite quelconque qui rencontre 
le cercle en deux points M, M', 
les. deux droites EM, EM' m- 

tercepteront dans le cercle deux arcs égaux M.m^ M' m'. 
Que sur le diamètre AB sur lequel est situé le point 

donné D, on prenne le point E déterminé par la propor- 




lion 
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E^_ AD 
ËB "*DB 



ce point satisfera h la question. 

Cela résulte de la réciproque évidente du Lemme XXX 
(proposition i56), d'après lequel la corde Mmf est perpen- 
diculaire au diamètre AB; d'où il suit que les droites Em, 
Em' font des angleis égaux avec le diamètre 5 qu'elles sont 
donc également éloignées du centre, et, par conséquent, 
qu'elles sous-tendent des arcs égaux M/w, M' m'. Donc, etc. 

Ce Porisme a été rétabli par Sirason (proposition 53, 

p. 463). 

PoKiSME CL III. — Élant données deux circonférences 

de cercle de même rayon et un angle: 
on peut troui^er un point tel, que si 
autour de ce point, comme sommet, 
on fait tourner r angle donné, ses 
côtés interceptent toujours dans les 
deux cercles deux arcs égaux. 
Soient O, (y les centres des deux 
cercles. Que sur OCy on décrive un segment capable de Tan- 
gle donné, et soit S le point milieu de ce segment. Si au- 
tour du point S on fait tourner Fangle OSC et qu'il prenne 
la position aSa', les deux cordes ai, dU interceptent des 
arcs égaux dans les deux circonférences, parce qu'elles sont 
évidemment égales entre elles. Donc, etc. 

Porisme CLIV. — Etant donnés deux cercles égaux et 

deux points A, A' sur leurs cir^ 
conférences, on peut troui^er un 
point S et un angle, tels, que 
deux droites menées par ce point 
sous cet angle interceptent sur les 
deux circonférences, à partir des 
deux points A , A', des arcs égaux. 
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Que par le milieu de la droite OC, qui joint les cciitres 
des deux cercles, on mène la perpendiculaire à cette droite, 
et par le milieu de la droite A A' la perpendiculaire à celle- 
ci 5 ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point S 
qui est le point demandé; et l'angle ASA' est l'angle qui 
satisfait à la question. 

En effet, les deux triangles ASO, A'SO' sotit égaux comme 
ayant les côtés égaux chacun à chacun. Donc les angles ASO 
et A'SC sont égaux. Il s'ensuit que les deul angles ASA'et 
OSCy sont égaux. Or, si l'on mène deux droites SM, SM' 
faisant entre elles Tangle MSM' égal à OSO', elles détache- 
ront évidemment deux arcs égaux BM, B'Rf comptés à par- 
tir des droites SO, SC Donc les arcs AM et A' M' sont aussi 
égaux. c. Q. F. D. 

Obsen^ation. Si les deux cercles sont inégaux^ on peut 
demander que les deux arcs AM, A' M' soient dans un rap- 
port constant. On a alors ce Porisme : 

Étant donnés deux cercles quelconques et deux points 

A, A' sur leurs circonférences, on peut trouv^er un point, 

un angle et une raison, tels, que deux droites menées par 

ce point et comprenant entre elles cet angle, retrancheront 

à partir des points A, A', respectivement, des arcs dans 

cette raison. 

XXIX* Genre. 

Telle droite est parallèle à une certaine droite, ou fait avec une droite pas- 
sant par un point donné un angle de grandeur donnée. 

PoRiSME CLV. — Quand deux points variables m, m' 

div^isent deux droites en parties pro- 
portionnelles ^ les droites mm' sont 
parallèles à une droite donnée de 
direction j ou bien, il existe un point 
Oj tel, que chaque droite m.Ta! fait un 
angle donné ai^ec la droite menée du 
point m à ce point O* 





( 258 ) 

Si lieux points de division correspondants coïncident en 
S, point de rencontre des deux droites, tontes les droites 
mni^ sont parallèles entre elles ^ cela est évident. 

Dans le cas général où cette coïncidence n'a pas lieu, on 
a vu (Porisnie CXLIX) qu'il existe un point O, tel, que le 
triangle wO m' est donné d'espèce; par conséquent l'angle 
w'wO est donné. 

Le Porisme est donc démontré. 

PoRiSME CL VI. — Si de chaque point M d'une droite 

donnée de position LM, on abaisse sur 
deux autres droites aussi données de 
position des obliques Mm, Mm' sous 
des angles donnés : il existera un 
point O, tel, que r angle m! mO formé 
parla droite m' m, ai^ec la droite menée 
du point m à ce point O, sera donné. 

Ce Porisme est une conséquence du précédent, parce que 
les deux points m, m' divisent les deux droites fixes en par- 
ties proportionnelles. 

Si la droite LM passe par le point de concours des deux 
droites sur lesquelles on abaisse les obliques, les droites 
mnî seront parallèles à une même droite. Cas prévu dans 
l'énoncé du Genre. 

Porisme CL VIL — Quand deux droites L, U sont dii^i- 

sées en parties proportionnelles par deux 
points "Variables m, m', il existe un cer- 
tain point O, tel, que chaque droite mm' 
fait un angle donné av^ec la droite menée 
de son milieu fx au point O. 

En effet, le point O, tel, que les trian- 
gles mOm' sont donnés d'espèce (Porisme CXLIX), satis- 
fait à la question. Car les droites menées du sommet de ces 
triangles semblables au milieu de leurs bases feront des 
angles égaux avec ces bases. 




L' 



m 




Obse/vatioN . Simson a proposé le Porisme suivant pour 
satisfaire au XXIX® Genre : Si de deux points donnés A, 

B on mène à chaque point C d^un cer- 
cle donné de position deux droites gui 
r€ncontreix>nt le cercle en deux autres 
points D, E, la droite TSE fera un arkgle 
donné ai^cc une droite menée par un 
point donné, ou sera parallèle à une 
droite donnée de position, ou bien passera par un point 
donné (i). 

Si nous n'admettons pas ici ce Porisme, c'est qu'il -em- 
brasse trois cas différents : Pappus n'en a compris que deux 
dans renoncé du XXIX® Genre, Les trois Porismes que nous 
proposons satisfont chacun rigoureusement à cet énoncé. 

I*'' Genre. (Voir p. ii4-) 

Porisme CLVni. — Si autour de deux points fixes V ^ 
Q on fait tourner deux droites PM^ QM qui se coupent 

sous un angle de grandeur 
donnée, et guePM. rencon- 
tre une droite AX donnée 
de position en un point m ^ 
le point A étant donné sur 
cette droitej et une raison A 
étant aussi donnée : on 
pourra déterminer une autre droite A^X^ et un point A' 
sur cette droite^ tels, que la deuxième droite tournante 
QM fasse sur cette droite un segment A' m', gui soit tou- 
jours au segment A m dans la raison X. 




(i) « Si a duobus punctis dalis A, \\ ad circulum positione datumCDEin- 
flectantur utcunque duœ rectse AC, BC circumrerentiae rursus in D, E occu- 
rentes, recta DE vel continebit datum angulum cuin recta ad datum punc- 
tum vergente; vel parallela erlt rectœ positione datae, vel verget ad datum 
punctum. a (Prop. 67, p, 472. ) 

«7- 
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Qu'on mène PC parallèle à AX, et QC correspondante 
à PC, c'est-à-dîre faisant T angle C égal à Tangle donné; la 
droite cherchée A'X' sera parallèle à QC. Qu'on mène Q« 
correspondante à PA : le point cherché A' sera situé sur Qa. 
Supposons que deux droites P.è, Qi, faisant l'angle PiQ 
égal à l'angle donné, coupent, la première la droite AX en 
un point B, et la deuxième la droite cherchée A'X' en B'. On 

doit avoir -7^, = i; de sorte que cette relation détermine la 

longueur du sei^ment A'B'. Il suffit donc d'inscrire dans l'an- 
gle des deux droites Qa, QA une droite égale à cette lon- 
gueur et parallèle à QC. Ce sera la droite cherchée. C'est- 
à-dire que pour deux droites PM, QM faisant entre elles 
l'angle donné, on aura toujours 

A w _ AB _ . 



A' m' A' B' 

En ctïet, les quatre droites Pa, Pi, PM, PC font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Qa, Qfe, QM, QC. 
Concevons qu'une transversale de direction quelconque 
coupe les deux systèmes de quatre droites dans les points 
Aj, Bj, ///,, Cl et A',, B',, /?/, , C, . On aura, par le Corol- 
laire II (p. 83), les deux égalités 

A m Ainit C, /??, 
AB "^ A, B, • C, B, ' 



A' m' _ a; m\ ^ C\ m' 
A' B' ~" ITX • CTW. 



I 



Mais, d'après le Corollaire III (p. 84), les seconds mem- 
bres de ces équations sont égaux. Donc 

A m A' m' A m AB -. 

Autrement. Les côtés du triangle PAw sont également 
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inolinés sur ceux du triangle QA'm' j et, par suite, les deux 
triangles sont semblables, comme le sont aussi les triangles 
PAB, QA'B'. Donc 

km __ PA __ AB 
ÂW ~~ QÂT' "^ Â^ ' 
Doue, etc. 

PoHiSME CLIX. — Étant donnés une droite AX, un 
point A sur cette droite, une raison i, et un angle de gran- 
deur constante mOm' quon fait 
ï' tourner autour de son sommet : on 
peut mener une autre droite A'X' 
et déterminer sur cetts droite un 
point A\ tel, que les segments A m, 
A' m', formés par les côtés de V an- 
gle mobile y soient entre eux dans la rdison X . 

Qu'on fasse tourner l'angle autour de son sommet, de 
manière que son premier côté O m devienne Ox parallèle 
à AX, et soit Ox' son deuxième côté : la droite chercbée 
A'X' sera parallèle à cette droite Oocf . Maintenant qu'on 
fasse passer le premier côté de l'angle par le point A, et soit 
OA' son deuxième côté 5 le point A' sera situé sur cette 
droite. 

Enfin, que mOm! soit une position quelconque de l'an- 
gle, on inscrira entre les deux droites OA' et Om' une corde 

h! m' parallèle à O x' et telle que -7 — -, = X. Celte corde AW 

sera la droite cherchée A'X'. 

Cela est une conséquence du Porisme XLVIII, d'après 
lequel les côtés Ow, Om' de l'angle tournant mOm' 
divisent les deux droites AX, A'X' en parties proportion- 
nelles. 

II* Genre. (Voir p. 117.) 
Porisme CLX. — Un cercle et un point P étant don- 



1 
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nésy si par ce point on mène une droite qui rencontre la 
circonférence en a et b, et sur laquelle on prenne le 
point m détermine par la proportion 

am aV 
mh~' Vb' 

ce point sera sur une droite don- 
née déposition. 

Cela résulte immédialeinenl du 
Lemme XXVIII (proposition i54) quand le point P est au 
dehors du cercle; et du Lemme XXXV (proposition i6i) 
quand ce point est dans l'intérieur du cercle. 

Dans le premier cas la droite lieu du point m est la corde 
de contact des deux tangentes au cercle, menées par le 
point P, 

Autrement. Soît n le milieu de la corde ab. On a, d'a- 
près le Lemme XXXIV, 

Pa.Pfe = P/n.Pw. 

Soit de plus mD perpendiculaire sur le diamètre A6P. 
Les deux triangles rectangles CwP, mDP sont sembla- 
bles, parce qu'ils ont Fangle P commun, et donnent la pro- 
portion 

^=J^, ou Pn.P/n = PC.PD. 
PC Vm 

Donc 

PC.PD=:Pa.Pè=:PA.PB. 

Ce qui démontre que le point D est donné; et, par consé- 
quent, que le point m est sur une droite donnée de position. 

Obseivation, Celte droite lieu du point m s'appelle, dans 
la Géométrie moderne, la polaire du point P; et ce point 
est dit le pôle de la droite. 

PoRiSME CLXL — Etant donné un point P dans le 



ptT- 
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plan d'un cercle ^ si ton demande un point M dont la 
distance à ce point soit égale à la tangente menée du 
point M au cercle : ce point M est sur une droite donnée 

de position. 

Que sur le diamètre AB qui 

passe par le point donné P, on 

prenne le point Q déterminé par 

la relation 




QA,QB = QP, 

et que par ce point on mène la perpendiculaire au diamètre: 
cette droite est le lieu du point M. 

Cela résulte du Lemme XXXIII (proposition iSg), d'a- 
près lequel la droite MP menée d'un point quelconque de 
la perpendiculaire QM rencontre la circonférence en deux 
points C, D, tels, que l'on a • 

MC.MD = MP'. 

En effet, le carré de la tangente au cercle menée par le point 
M est égal à MC.MD. Donc cette tangente est égale à MP. 

Donc, etc. 

PoRiSME CLXII. — Quand un cercle est inscrit dans 

un triangle USS', si Von mène une 
tangente aa qui coupe les côtés US, 
US' en a, a : le point de rencontre m. 
des droites Sa', S'a est sur une droite 
donnée de position. 

Cette droite est la corde qui joint les 

points de contact o), w' des deux côtés 

US, US' du triangle. 

En effet soit O le centre du cercle. L'angle aOa! (dont 

les côtés sont perpendiculaires aux cordes wa, o/a), a pour 

mesure la moitié de l'arc coaw'. Les angles wOU et w'OU 

ont la même mesure, et, par conséquent, sont égaux à l'an- 
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gle aOaf. L^angle SOS', qui a pour mesure la moitié de Tare 
(àr7(»/y est supplémentaire de Fangle aOa'. Il résulte de là, 
d'après le Corollaire III (p. 84), que Ton a, entre les deux 
systèmes de quatre points S, o), a, U et S', U, a\ w' qui se 
correspondent deux à deux, la relation 



S^ 


Va S'a' «'û' 

• • 


Scû 


• U« S'U'w'U 



Suivant le Corollaire II du Porisme XXIV, cette relation 
démontre que les points dans lesquels les trois droites 
Sa', SU, Sw' rencontrent les droites S'a, S'w, S'U, respec- 
tivement, savoir : les points m, w, w', sont en ligne droite. 

c. Q. F. p. 
Corollaire. Considérant le quadrilatère Saa'S', on con- 
clut du Porisme ce théorème : 

Quand un quadrilatme est circonscrit à un cercle, 
les cordes qui joignent les points 'de contact des côtés 
opposés passent par le point de rencontre des deux dia- 
gonales, 

Porisme CL XIII. — Deux cercles étant donnés^ si les 

tangentes menées d^un point 
à ces cercles sont égales : ce 
point est sur une droite don- 
née de position^ 

Soient m un point satisfai- 
sant à la question/ et mO la 
perpendiculaire abaissée sur la droite qui joint les centres C, 
CMes deux cercles. On a, en appelant R le rayon du cer- 
cle C, 




mt =mE.mF=r (A/iC-hR)(mC — R) =mC 



R' 



= wO 4- OC _R» = wO -f-(OC-R)(OC + R) 



;=:wO -+-OA.OB. 
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Pareillement 



mt! =mO -+-OA'.OB'. 



Or mt = mt\ par hypothèse. Donc 

OA.OB=:OA'.OB'. 

Equation qui détermine la position du point O, et par consé- 
quent, la position de la droite OD perpendiculaire à CC\ sur 
laquelle se trouve chaque point m satisfaisant à la question. 
Donc, etc. 

PorismeCLXIV. — Un cercle est inscrit dans un trian^ 
gle; chaque tangente rencontre les trois côtés du triangle 

g en trois points a, b, c ; 5z Von prend 

sur cette droite un point m déter-- 
miné par la relation 

ma .cb = "k^mb ,can 




dans laquelle X est une raison don^ 
née : ce point sera sur une droite 
donnée de position. 
Cela est une conséquence du Porîsme CXXXI. 
PoRisME CLXV. — l/n angle aOb de grandeur donnée 

tourne autour de son sommet O et 
intercepte une corde ab entre deux 
droites fixes SA, SB qui font entre 
elles un angle supplémentaire de 
Vangle mobile : le milieu de cette 
corde est sur une droite donnée de 

position , 

Plus généralement, si sur chaque corde ab, on prend un 

point m qui la divise dans un rapport donné — =1 : le 

lieu de ce point est une droite. 

En effet, il a été démontré (voir Porisme XLVIIl) 
que les deux points n., h marquent sur les deux droitesi 
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SA, SB deux divisions semblables', donc, d'après le Po- 
risme CVII, le lieu du point m, qui divise la corde ab 
dans un rapport donné, est une droite donnée de position. 
Donc, etc. 

Si le point O était au dehors de l'angle ASB ou -de son 
opposé au sommet, cet angle devrait être égal à T angle mo- 
bile, au lieu d'être supplémentaire. 

IIP Genre. (Voir p. 1 33.) 

PoRiSME CLXVI. — Deux points D, E cfant pris sur 
le diamètre AB d'un cercle de manière quon ait 

FA AD 



EB DB 

les droites menées de ces points à un point de la circonfé- 
rence, sont dans une raison donnée. 

Celte raison est -„• De sorte qu'il 

AE * 




À E faut démontrer que 

MD _ AD 
ME "^ ÂË' 

Cela est une conséquence du Lemme XXX ( proposition 1 56) . 
En effet, d'après ce Lemme, les droites. MD, ME rencon- 
trent la circonférence en deux points m', m!' situés sur une 
corde perpendiculaire au diamètre AB. Par conséquent, les 
arcs A m', A m" sont égaux, et la droite MA est la bissectrice 
de Tangle DME. Il s'ensuit qu'on a, dans le triangle DME, 

MD _ AD 
MË "~" AE* 

C. Q. F. D. 

Obsen^ation , Nous avons supposé dans ce Porisme que 
les deux points D, E étaient donnés, et l'on n'a eu à déter- 
miner que la raison constante des deux lignes MD, ME. 
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Mais on peut ne donner qu'un de ces points, puisqu'il existe 
une relation entre les deux, et demander de déterminer l'au- 
tre, ainsi que la raison. On forme alors le Porisme que nous 
avons pris pour exemple dans le paragraphe III de Vlntro- 
ductioi\ (p. 39). La solution reste la même évidemment. 

On peut, à l'inverse, prendre pour donnée la raison i, et 
demander de trouver les deux points D, E. II en résulte le 
Porisme suivant qui, sans offrir de difficulté, ne se démon- 
tre cependant pas aussi simplement que le précédent. Tou- 
tefois, les Lemmes de Pappus suffisent à la démonstra- 
tion. 

Porisme CLXVII. — Étant donnés un cercle et une 
raison 1 : on peut trousser sur le diamètre AB deux points 
E, D, telsy que les distances de chaque point M de la cir-r 
conférence à ces deux points seront entre elles dans la rai^ 
son i; c'est-à-dire que Von aura 

ME _ ^ 
MD 

Qu'on prenne CE = X.CA, et CD=r-'CA5 les deux 

points E, D ainsi déterminés satisferont à la question. 
En effet, il résulte de là que 



CA =CD.CE; 

et conséquemment, d'après le Lemme XXXIV, 

EA_EB 
AD ~ BD* 

D'où l'on conclut, en vertu du Lemme XXX, que la corde 
m'm^ est perpendiculaire au diamètre AB. 

Par suite, les angles EMA, DMA sont égaux, et Ton a 
la proportion 

ME _ AE 

MD~AD* 
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Il reste donc à montrer que 

AE ^ 

Or l'équation CA = CD . CE s'écrit : — = — • , 

Donc 

CE — CA _ CA ~ CD AE _ AD 
CÂ "" CD ' '^^ CA ~" CD' 
ou 

AE _CA 

âd"~cd' 

CA 
Mais -—= i, par construction. Donc . 



CD 



AE _. 
ÂD-^- 



C. Q, F. D. 

On peut encore conclure cette égalité du Lemme XXVII. 
Car par la réciproque évidente de ce Lemme, l'équation 

CA ■= CD . CE entraîne celle-ci : 



CE AE* 



Mais la même équation s'écrit aussi — - = — -' 

CA ^" 

Donc 

CÊ^_AË^ CE _ AE 

CÂ' ÂD* ^^ ^^ 

EC 
Or, par construction, — = X ; donc 



CA 



AD 
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Observations, La propriété du cercle à laquelle se rap- 
portent les deux Porismes précédents, se peut traduire aussi 
sous la forme d'une proposition de lieu; ce qui serait encore 
un Porisme. On prendrait pour hypothèse, ou pour don- 
nées de fait, les deux points E, D et la raison \ et le Porisme 
exprimerait que le point M, dont les distances à ces points 
sont entre elles dans la raison donnée, se trouve sur un cer- 
cle donné de position. 

Cette proposition de heu faisais partie des Lieux plans 
d'Apollonius. Pappus la rapporte sous Fénoncé général 
suivant, qui implique le cas ou la raison est égale à Tu- 
nité : 

Si de deux points donnés on mène des droites qui se 
rencontrent en un point, et que ces droites soient entre 
elles dans une raison donnée : ce point est sur une droite 
ou sur une circonférence donnée de*position, 

Eutocius, dans son Commentaire sur les Coniques d'À- 
poUonius, lorsqu'il expose la définition des i/ei/a: plans y 
solideSy et à la surface, qu'on trouve aussi dans Pappus, 
démontre cette même proposition, comme exemple des 
Lieux plans. Il l'énonce ainsi : 

Etant donnés deux points sur un plan et la raison de 
deux droites inégales : on peut décrit e sur le plan un cer- 
cle, tel y que les droites menées des deux points donnés à 
chaque point de ta circonférence soient entre elles dans la 
raison donnée. 

Eulocius détermine le centre et le rayon du cercle 5 puis 
il prouve, d'abord que chaque point de la circonférence sa- 
tisfait à renoncé de la proposition, et ensuite que, pour 
les points qui ne sont pas sur la circonférence, la relation 
n'a pas lieu. 

On remarquera que l'énoncé d'Eutocius et celui de Pap- 
pus, sans être précisément dans les mêmes termes, sont 
néanmoins les mêmes au fond. Dans l'un et dans l'autre la 
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nature du lieu est connue ou donnée, et la chose à trouver 
est seulement la position de ce lieu (ici la position implique 
nécessairement la grandeur). 

Cette concordance montre que telle était bien la forme 
des propositions appelées Lieux chez les Anciens, comme 
tous les géomètres modernes Font admis et comme nous 
Tavons supposé dans notre Introduction, en définissant le 
théorème local, le lieu et le problème local (p. 33). 

Du reste, l'ouvrage des Connues géoméiriques, de Has- 
san ben Haithem, qui nous a déjà olTert un document pré- 
cieux par les Porismes qui s'y trouvent (i), renferme aussi 
un témoignage péremptoire au sujet des Lieux. Car toutes les 
propositions de Lieux y sont énoncées dans la formeindiquée 
par Pappus et Eutocius. Il nous suffira de rapporter la pro- 
position même dont il vient d'être question : elle est conçue 
en ces termes, d'après la traduction de M. L.-Am. Sedillot : 

'Lorsque de deux points connus de position on mène 
deux lignes droites qui se rencontrent en un points, et que 
le rapport" de ces deux lignes , savoir ^ celui de la plus 
grande à la plus petite, est connu : le point de rencontre 
est sur une circonférence de cercle, connue de position 
(Livre I, proposition IX) (2). 

Cet énoncé est presque identique à celui de Pappus : et 
ne le fut-il pas dans les mots de Toriginal, il décrit incon- 



(1) Voir ci -dessus, p. ^l\eib\. 

^2) 3'ai signalé dans V Aperçu historique (p. 637) le rapprochement qui se 
présente ici utilement, entre les ouvrages d'Apollonius, d'Eutocius et d'Has- 
san ben Haithem. 

On est autorisé à eroire que la démonstration d'Eutocius est précisément 
celle d'Apollonius, puisque c'est de son Ouvrage qu'il extrait l'exemple des 
lieux plans qu'il veut donner. Elle a, du r&ste, le caractère des démonstra- 
tions du grand géomètre. Mais une autre considération ajoute à la probabilité 
de notre conjecture. C'est que la démonstration d'Eutocius contient impli- 
citement le Lemme que Pappus donne (proposition 119 de Commandiii; 
p. 346. Édition de i66o)comme se rapportant au premier /icii dusecond livre 
d'Apollonius, c'est-à-dire à la proposition on question. 
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testablemcnl la nature du lieu, ce qui seul couslitue le ca- 
ractère que nous avons fait ressortir. 

Simson, en rétablissant les lieiix plans d'Apollonius, a 
conservé rigoureusement la forme des énoncés transmise 
par Pappus. Mais il semble, dans un passage de son Traité 
des Porismes, n'avoir pas distingué, comme il le fallait, 
la différence qui existe entre le lieu et le problème local. 

Il ne parle pas formellement du ^roft/ème local ^ cepen- 
dant on peut croire qu'il le comprend implicitement dans 
la définition du lieu^ quand il dit : 

« Le lien est une proposition dans laquelle on demande 
>» de démontrer qu'une certaine ligne ou surface est donnée, 
» ou de trouver une ligne ou surface dont tous les points 
)) aient une propriété commune décrite dans l'énoncé de la 
» proposition 5 ou bien de démontrer qu'une certaine sur- 
>) face est donnée^ ou de trouver une surface, sur laquelle 
» des lignes iracées suivant une loi donnée, aient une 
» propriété commune décrite dans l'énoncé de la proposi- 
» tion. » 

C'est ce que Tauteur exprime plus brièvement ainsi : 
« Locus est Propositio in qua propositum est datam esse 
)) denionstrare, vel invenire lineam aul superficîem cujus 
» quodlibet punclum, vel superficiem in qua quaelibet linea 
» data lege descripta, communem quandam habet proprie- 
» tatem in Propositione descriptam. » [De Porismati- 
bits, etc., p. 324.) 

Ainsi Simson dit qu'un lieu est une proposition dans la- 
quelle on demande de démontrer que les points d'une ligne 
dont la nature est donnée, jouissent de telle propriété com- 
mune •, 

Ou bien, une proposition par laquelle on demande de 
trouver la ligne dont tous les points jouissent de telle pro- 
priété commune. 

Celte seconde partie de la définition constitue un pro- 
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hlème local. Et rien, de la part de Pappus, ni d^Eutocius, 
ni d'Hassan ben Haithem, n'autorise à confondre lepro6/é/na 
avec le lieu; puisque dans les propositions de lieux rappor- 
tées par ces trois géomètres, la nature du lieu est toujours 
donnée et jamais à troui^er. Il est à remarquer que le té- 
moignage seul d'Eutocius suffirait, puisqu'il se propose for- 
mellement de donner un exemple de ces propositions appe- 
lées lieux. 

Du reste, ce que nous croyons être une inadvertance de 
Simson est tout à fait sans conséquence ultérieure dans le 
développement de ses idées sur la question des Porismes^ et 
quand il cite, aussitôt après, deux propositions de licuXj il 
prend deux propositions conformes aux énoncés d'Apollo- 
nius, c'est-à-dire dans lesquelles la nature du lieu fait par- 
tie de l'hypothèse. 

P0B.1SME CLXV III.T- Quand deux droites DD', EE' per- 
pendiculaires au diamètre AB d'un cercle^ coupent ce 

diamètre et son prolongement en 
deux points D, E rfe manière 
quon ait 

EA_ AD 

êb"~db' 

et qu'une tangente au cercle ren^ 
contre ces droites en deux points 

d, e : les distances de ces points au centre du cercle sont 

entre elles dans une raison donnée. 




Cette raison est cgale à 
trer que 



AD 



De sorte qu'il faut démon- 



Ccl AD 



Ctj 



AE 



Qu'on mène la tangente em' -, la corde mm[ passera par 
le point D. Car si l'on connaît la droite eD et qu'on dé- 



^ 



\ i*i 
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âîjgne par g^ h et D,, les points où elle rencontre là cir- 
conférence et la corde mm', on aura, d'après le Lemme 

xxvra, 

eh D.A' ^ 

b'un autre côté, d'après le Lemme XXXV^ 



eh DA' 



Donc le point Di coïncide avec D. bonc là corde mm' passe 
par le point D. Pareillement, si Ton mène la tangente dm^^ 
la corde mm," passera par le point E. Enfin la corde ml ml* 
est perpendiculaire au diamètre AB (Lemme XXX). Par 
conséquent, les angles Amm'j A mm'' sont égaux; et comnle 
les .droites Cd^ Ce, Ca sont perpendiculaires aux cordes 
mm!\ mm'j m A, les angles dCa^ eCa sont égaux. On a 
ainsi, dans le triagle dCe^ 



Mais 



Donc 



Cd 


^^.^ 


ad 


Ce 




ae 


ad 
ae 


= 


AD 
A£ 


Cd 
Ce 


= 


AD 
AE 



C. Q* F. I^. 

PoRisME CLXIX. — '" Étant données deux demî^circon- 
férences dont F une est intérieure à Vautre et dont les bases 

AB, A'B' sont sur la même 
droite : on peut déterminer un 
point O, tel, que si une per^ 
pendiculaire à AB, rencontre 
les deux demi'-circonférences 

i8 
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en m et va! : les distances de ces points au point O seront 
entre elles dans une raison constante. 

Soient O, O^ les deux points qui divisent harmonique- 
ment chacun des deux diamètres AB^ A'B'. L^un ou Fautre 
de ces points satisfait à Ja question. Et en appelant D le 
milieu de 0(y et C^ G les centres des deux demi -cercles, 
on a 



^=./2L, et 2:^=i/2:£. 

o //i' V OC' O' /«' V O' c 

En effet, O et C divisent harmoniquement le diamètre 
AB : c'est-à-dire que 

OA _ o^5L 

OB "" O'B' 
et, par suite, 



CO . ce = CA . (Lemme XXXIV.) 
Il résulte de cette équation , d'après le PorismeCXLIll, 



que 



Om =aOC.Dy^. 



Pareillement 



Om! =2. OC. Dp. 



Donc 



Om OC 

=T = 7:7r,ï et 
Om' 



Om _ /oc 
Om' ~" V ÔC'* 

La démonstration est la même pour le point 0\ 
Donc, etc. 

V* Genre. (Voir p. i36.) 

PoRiSME CLXX. — Si autour d\in point P on fait 
tourner une droite qui rencontre un cercle en deux points 
M , m : les tangentes en ces points et les parallèles à 
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ces tangentes y menées par le point V^ foî'ment un parallé- 
logramme PAN a dont la dia- 
gonale A a est sur une droite 
donnée de position . 

En effet, qu'on prolonge les 
côtés PA, Va de quantités AA', 
aa^ égales à ces mêmes côtés, 
respectivement : la droite A'« 
sera parallèle à Aa et passera par le sommet N du paral- 
lélogramme. Soit p le point où elle rencontre la corde 
PmM. Les trois droites NM, Np, Nm coupées par les deux 
PM, PA' donnent) en vertu du Lemme XI, 




P/w ^ \Lm A' A 

PM * flM "" YK 



OrA'A = PA. Donc 

P/w p/w 

PM "** JIm' 

Ce qui prouve (Porismes CLX et ci-après CLXXVII) que 
la droite fxN est celle que l'on appelle la polaire du point 
P, et, par conséquent, est donnée de position. La droite A a 
qui lui est parallèle et à une distance sous- double du point 
P, est donc aussi donnée de position. c. q. f. n. 

PoRisME CLXXL — Si entre deux tangentes à un 

cercle Sw, Sw', on 
inscrit une autre 
tangente quelconque 
mm', et que d'un 
point P de la circon- 
férence on mène les 
droites Pm, Pm'; 
1' ^' B une ligne a étant 

donnée de grandeur: il existera une droite ^ donnée de 

i8. 
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position, telle y que le segment m»! formé sur cette droite 
parPm, Pm', sera égal à la ligne a. 

Que Ton inscrive dans T angle coPS une droite oa égale à 
la ligne donnée a, et parallèle à la tangente menée au point 
donné P, cette droite satisfera à la question. 

II faut démontrer que (x|x' ^noa = a. 

En effet, on a, entre les deux systèmes de points A^ (ù^ m^ 

S et A', S, mf^ w', d'après le scolie du Pori^me CXXX, la 

relation 

os/it 6>A Sm' SA' 






S/w • SA »'»i' ' w'A 

Pr, les quatre droites PA, Pw, Pm, PS coupées par SA et 
ocr, donnent, en vertu du Coroll. Il du Lemme XI (p. 83), 





asm es A oyi 

S/w • SA ~<rpL 


Pareillement! 






S /II' . SA' (îfx' 




w'/w' •o'A'~"o'pi' 



Donc 



# 



ou, (ru, ou. ûpC 

— ^ = 9 OU — = —^ — 



Et, par suite, 



./ I .j^t 



ou. -f- u.a 9UL -^ u o o(r <to 

-X — £-.=-!:: — £;_, ou — = — y 

OfA <rp djx cp 

Cela posé, je dis que o<7 = o'o'. On sait effectivement 
que le triangle AS A' coupé par la droite Rcit)ci)', donné 

RA es' A' ft>^_^ 
RA'' es'S "wA"" '^ 

OU, parce que S« = w'S, cû A = AP et w'A' = A'P, 

RA __ PA 
RA' ~ PA'' 
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Et si l'on considère les trois droites SA, SP, SA' coupées 
par les deux AA', cow', celte équation, en vertu du Lemme 
XIX, conduit à celle-ci : 



R 



6) 



Rw' 



TTGi) 7r&> R (ù 

—,f ou — ,:—-, = !. 



Maintenant en appliquant aux quatre droites PA, Po), Ptt, 
Pw' coupées par les deux ww' et oo', le Corollaire II du 
Lemme XI, déjà cité, on a, 



ntù R&> 

^__ • . 
/ • 



Rw' 



ao 



(TO 



Donc (jo = (jo. Pat conséquent, Téquation ci-dessus 






(JO 



ffp 



se réduit à o/x = a/n'. 
Il s'ensuit : 



ou 



o/x -h fx(7 = afx' H- (xa, 



0(J = ^11 



Ce qu'il fallait démontrer. Donc, etc. 
PoRisME CLXXII. — Si par un point P donné on mène 

rteux sécantes quelconques aa', bb', 
qui forment les diagonales d^un 
quadrilatère aba'b' inscrit à un cer- 
de donné : ladroite ef, qui joint les 
deux points de concours des côtés 
opposés, est donnée de position. 
En effet, la diagonale aa' ren- 
contre la droite ^en un pointa pour lequel on a, d'après 
le Lemme V, 

Pfl acf. 

Va' "~ ^'' 
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On a de même, sur la diagonale bbf^ 

?*. — *i 

La droite ef est déterminée par les deux points a, S. 
Mais, diaprés le Lemme XXYIII, quand le point P est au 
dehors du cercle, et, d*après le Lemme XXXY, quand ce 
point est dans Tintérieur du cercle, ces points a, 6 sont 
toujours sur une même droite, quelles que soient les deux 
sécantes Paa', VbV. Cette droite est la ^oZatre du point P 
( Porisme CLX) . 

Le Porisme est donc démontré. 

VPGenre. (Voirp. 139.) 

Porisme CLXXIII. — Si autour d^un point fixe P, pris 

sur le diamètre AB d^un cercle, on 
fait tourner une droite qui rencon^ 
tre la circonférence en C et D, et que 
Von mène DE perpendiculaire au 
diamètre ÂB : la corde EC passera 
par un point donné. 

Ce Porisme est une conséquence immédiate du Lemme 
XXX (proposition i56), 

PoAiSMB CLXXIV. — Étant donné un demi-cercle ADB, 

si Von mène une droite MM^ qui forme 
sur les tangentes aux extrémités de ce 
diamètre deux segments dont le rec^ 
tangle AM . 6M^ soit égal à un espace 
donné v : la perpendiculaire à cette 
droite^ menée par le point m où elle 
rencontre le demi-cercle, passera par 
un point donné. 
Qu'on prenne le point P déterminé par Tégalité 

PA.PB=:vj 

ce sera le point cherché. 
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Cela résulte du Lemme XXXI (proposition iSy), d'après 
lequel la perpendiculaire à MM' menée par le point /w, 
rencontre le diamètre AB en un point P, tel, que l'on a 

PA.PB = AM.BM'==v. 

PoRisME CLXXV. — Si autour d^un point D pris 
dans le plan d^un cercle on fait tourner un coté d^un 
angle droit dont le sommet M glisse sur la circonférence 

du cercle, et que par le point E où Vautre 
côté rencontre la circonférence, on mène 
une parallèle au premier côté : cette droite 
passera par un point donné. 

Qu'on prenne sur AB le point F, teh 
que OF = OD, O étant le centre du cer- 
cle. Ce sera le point qui satisfait à la question. 

La démonstration résulte du Lemme XXXVI (proposi- 
tion i6a). 

En effet, qu'on prolonge la droite MD et sa parallèle jus- 
qu'à leur rencontre avec la circonférence, en M' et E', on 
forme un rectangle inscrit MEE'M'. D'après le l.emme, les 
deu^ côtés parallèles MM', EE' sont à égale distance du cen- 
tre; donc tout diamètre les rencontre en deux points situés 
à égale distance du centre. Donc la droite EE' passe par le 
point F situé sur le diamètre AB à la distance OF égale à 
OD. Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME CLXXVI. — Un angle de grandeur donnée 
se meut de manière quun de ses côtés passe par un point 
donné, et que son sommet glisse sur une circonférence de 
cercle; son deuxième côté rencontre la circonférence en 
un deuxième point par lequel on mène une droite fai- 
sant avec ce côté un angle égal à V angle mobile, mais 
dans un sens contraire : cette droite passe par un point 
donné. 

La démonstration de cette proposition se déduit du Po- 
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risme précédent qui n'en est qu'un cas particulier, celui où 
l'angle mobile est droit. 

Reprenons, en effet, la figure précédente et concevons 
qu'on ait abaissé du point D sur ME une oblique DN faisant 
Fangle N de la grandeur donnée ; le point N sera sur un cer- 
cle. Carie triangle rectangle MDN est donné d'espèce: par 
conséquent, son hypoténuse DN est proportionnelle au 
côté DM. Si l'on portait sur DM une ligne égale à DN, son 
extrémité serait sur un cercle ayant le point D pour centre 
de similitude avec le cercle AMB. Et si Ton suppose que ce 
cercle tourne autour du point D d'un angle égal à MDN, 

il deviendra le lieu du point N. Ce point 
est donc sur un cercle 2. Le point A' où 
la droite DA', faisant avec DA Tangle 
ADA' égal à MDN, rencontre la tan- 
gente en A, appartiendra au cercle Z, 
dont le centre sera en C au point d'in- 
tersection de la droite DA' et de la perpendiculaire à DF 
élevée par le centre O du premier cercle. 

Maintenant si l'on suppose que du point F on abaisse sur 
la droite ME une oblique FI faisant l'angle en I égal à l'an^ 
gle en N, mais en sens contraire, de manière que le pre- 
mier étant à droite de la perpendiculaire DM, le second soit 
à gauche de la perpendiculaire FE : le point I sera sur un 
cercle qui sera évidemment le même que le cercle S. Car son 
centre sera sur la droite FB' faisant avec FB l'angle BFB' 
égal à EFI, et, par conséquent, coïncidera avec le centre (Y 
de 2; en outre, son rayon (XB' sera égal à OA'. 

On conclut de là que : Si par un point D donné dans le 
plan d'un cercle X on mène une droite DN à un point de la 
circonférence, et par ce point une droite NI faisant avecDN 
un angle donné, puis par ]e point I une autre droite faisant 
avec NI un angle égal à l'angle N, mais dans un sens diffé- 
rent : cçtle droite passera par un point fixe F situç sur la 
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droite DA qui fait avec le rayon CVD du cercle £, un angle 
ADA' ëgal au complément de l'angle donné N. 
Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME. CLXXVn. — Si de chaque point d'une droite 
donnée de position dans le plnn d'un cercle, on mène 
deux tangentes au cercle : la corde (jui joint les deux 
points de contact passe par un point donné. 

Soient MA, MB et ma, mh\es tangentes menées par deux 
points M, m de la droite LM, Ces tangentes forment le qua- 
drilaière circonscrit 
MCmD dans lequel 
' les cordes Aa, B6 se 

rencontrent en un 
point Q de la diago- 
nale M m ( Porisme 
CLXU, Coroll.}, el 
les cordes Kb et \ia 
en un point R de la 
même diagonale. Soit 
P le point de rencontre des deux cordes de contact AB, 
ah-, etE, eles points où ces cordes rencontrent la droite LM. 
Considérons le quadrilatère aQ&R dont les points de 
concours des côtés opposés sont A et B. La droite qui- joint 
ces poiuts, c'est-à-dire la corde AB, est rencontrée par tes 
deux diagonales ab et QR en P et E, et l'on a (Lemme V), 



Donc, quelle que soit la corde ab, c'est-à-dire quel que 
soit le point m sur la droite LM, le point P par lequel passe 
cette cordé est fixe et déterminé. Cequi démontre le Porisme, 

Corollaire. On a, évidemment. 
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de sorte que d'après le Porisme CLX, si la dioiie LM ren- 
contre le cercle, le point P est le point de concours des 
tangentes aux deux points de rencontre. On en conclut ce 
tbéorëme : 

Quand un angle est circonscrit à un cercle, si par son 
sommet on mène une droite qui rencontre le cercle^ les 
tangentes aux deux points de rencontre se coupent sur 
la corde qui joint les points de contact des deux côtés de 
V angle. On peut dire, sur la polaire du sommet de V angle, 
PoniSME CLXXVIII. — Un angle APB étant circonscrit 

à un cercle y et un point Q étant donné 
sur la corde de contact AB; si par ce 
point et le sommet de V angle on mène 
deux droites qui se coupent en M sur 
le cercle : la corde mm' que ces droites 
interceptent dans le cercle passe par 
un point donné. 
Ce point est sur AB et se détermine par la proportion 

RA_ AQ 
RB ■"" QB* 

En effet, la droite PM rencontre la corde de contact AB 
en |M, et Ton a 

?ÎL=f^. (Porismc CLX.) 

P/7J iLtn ^ ' 

Le point fx' déterminé sur QM par Téquation 




QM _ itfU 



» 



est, de même que le point R, sur la corde de contact des 
tangentes menées par le point Q (Porisme CLX). Cette 
corde, d'après Ir corollaire du Porisme précédent, passe 
par le point P. 
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Les deux dernières équations donnent celle-ci : 

P/w ' piw fx'/7i' * Q/n' 

entre les deux séries de points P, M, m, /ut et jx', M, m', Q 
situés sur les deux droi tes PM, QM. Et cette équation prouve, 
d'après le LemmeXVI, que les trois droites l?(i\ Q/x, mm! 
passent par un même point : c'est-à-dire, que la corde mm! 
passe par le point d'intersection des deux droites P(a', Qpt, 
ou PR, QA. Ce qui démontre le Porisme. 

PoBiSME CLXXIX. — Deux droites parallèles LC, 

VC étant données dans le plan d'un 
cercle^ si par chaque point de LC on 
mène deux tangentes au cercle et 
une droite au point milieu du seg^ 
ment que ces tangentes intercep" 
tent sur VG : celte droite passe par 
un point donné. 

En effet, on a vu dans le Porisme 

CLXXVn que la droite a&qui joint 

les deux points de contact de chaque 

couple de tangentes, passe par un point fixe P, et que, c 

étant le point où ab rencontre LC, on a la proportion 




Pa 



ca 
7b' 



De plus les trois droites ma, mb, mP rencontrent la droite 
L'C en a', V et F, et l'on a 

vnp^Vb^'T^^ (Corollaire II, p. 83.) 



Donc 



1;^ = ,, ou F«' = P'i'. 
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Donc la droite menée du point m au milieu P du segment 
a' y, passe par le point fixe P. 

Le Porisme est donc démontré. 

PoRiSME CLXXX. — Étant donnés deux droites SA, 

SA', un point P et un espace v : on peut 
trouver sur ces droites deux points I et i* 
en ligne droite avec le point P, et tels, 
que si Von prend sur SA, SA', deux 
points m, m' liés par V équation 

Im.J'm' = V, 

la droite mm' passera par un point donné. 
Que l'on mène par le point P la droite IJ', telle, que 
SI.SJ'=v, ce que l'on fait par le Lemme XXXVIII 
(proposition 164) : les deux points I et J' satisfont à la 
question, et le sommet Q du parallélogramme construit sur 
les deux côtés SI, S3' est le point par lequel passent tes 
droites nmJ, 

Cela est une conséquence du Porisme CXVIII. 
Porisme CLXXXI. — Quand deux droites qid tour^ 

nent autour de deux 
points P, Q d^in cer- 
cle^en se coupant ton^ 
jours sur la circon- 
V férence, rencontrent 
deux droites fixes SA, 
SA', menées par un 
autre point du cercle^ 
en deux points m, m' ; la droite mm' passe par un point 
donné. 

Soient a et i' les points où les tangentes en P et en Q 
rencontrent, respectivement, les deux droites SA, SA'; et fe, 
a' les points de section de ces droites par la ligne PQ. Le 
point de rencontre des deux droites an', bb' est le point 




r 
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cherché; c'est-à-dîre que la droite mm' passe par ce point. 
En effet, les quatre droites Pa, Pi, PS et Vm font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Q«, Q6', QS et 
Ç^m'. Par conséquent (d'après le Corollaire III, p. 84) la 
relation suivante a lieu entre les deux séries des quatre 
points S, a, i, m et S, a', b\ m! : 



S/w ^/w S/w' ^'//i' 




Sm,ba Sm'.b'a' 


%a * ba " Sa' * ^a' ' 


ou 


bm.Sa ~~ b'm'.Sa' 




Or cette équation prouve, d'après le Lemme X ou XVI, 
que la droite m/n' passe par le point d'intersection des deux 
droites aa\ bV, Donc, etc. 

PoRiSME CLXXXII. — Un quadrilatère étant inscrit 
dans un cercle, si on le déforme en faisant tourner trois 

denses côtés autour de trois points 
fixes P, Q, R situés en ligne droite: 
le quatrième côté passera par un 
point donné. 

En effet, soit S le point où le 
quatrième côté rencontre la droite 
sur laquelle sont les trois points 
P, Q, R; et soit i le point de ren- 
contre des deux côtés opposés ai, cd du quadrilatère. Con- 
sidérant le triangle P/R coupé par les deux droites ad 
et ic, on a, d'après le théorème de Ptolémée, 

— i£ 55 — 

ia 'Rc/'pS '^'' 

— 52 E^ — 
Rc * PQ ' ib "" * * 

Multipliant membre à membre et observant que 

ia . ib = ic . irf , 
on obtient 

Ptf.P^ _ PQ.PS 
Rc.Rrf"" RQ.RS' 
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Le premier membre est constant, par conséquent le rap- 

PS 
port — ^ Test aussi . Ce qui démontre le Porîsme. 

PouisME CLXXXm. — Étant donnés deux cercles, si 
Von mène deux rayons parallèles: la droite qui joindra 

leurs extrémités passera 
par un point donné. 

En effet, soit S le point 
ou la droite mm' rencon- 
tre la ligne des centres 
OC: les deux triangles mOS, m' (y S sont semblables, et 
Ton a 

sd _ ^^_5. 

en appelant R,R' les rayons des deux cercles. 
Ainsi le point S est fixe. Donc, etc. 
Remarque. On a 

S//J _ SO __ R_ 

Par conséquent les deux cercles sont deux figures sembla- 
bles dont le centre de similitude est en S. 

Il est clair que les tangentes aux deux cercles, en leurs 
points homologues mm* sont parallèles, puisque les rayons 
Om, Om' sont parallèles. 

Dans la figure, les deux rayons parallèles Ow, Om' ont 
la même direction. S'ils avaient des directions contraires, 
la droite mm' passerait encore par un point fixe, diflerent de 
S. Ainsi deux cercles ont deux centres de similitude* 

VIP Genre. (Voir p. 144.) 

PoRiSME CLXXXIV. — Étant donné un triangle ABC, 
si par les deux points A, B, on fait passer plusieurs cer^ 



¥ 
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des y dont chacun rencontre les côtés AC, BC en deux 
c points m, /n'; un point D étant donné 

sur CA : on peut troui^er un point E sur 
CB, tel, que les deux segments Dm, 
E m' seront entre eux dans un rapport 
donné. 

Le cercle mené par les trois points A , 
B, D rencontre le côté BC au point de- 




mandé E. Et l'on a 



D/w 



DC 
EC 



En effet, les deux cordes DE, mm' sont parallèles, parce 
que les angles ADE, h.mm' sont égaux entre eux, comme 
suppléments de l'angle ABC. Par conséquent 



¥rrP 



DC 
EC 




Donc, etc. 

PoRisME CLXXXV. — Quand plusieurs cercles passent 

par deux points P, Q, et rencon- 
trent deux droites fixes PA, PB, 
menées par un de ces points , en 
des couples de points a, b; a', 
V: ... : /e rapport des segments 
aa', hh' faits par deux quelconques 
des cercles, est donné. 

En d'autres termes, les cercles divisent les deux droites en 
parties proportionnelles. 

En effet, menons par le point Q une droite QC qui 

rencontre les cercles aux points c, c', . . . . Le rapport —7 
est donné (Porisme précédent) 5 et de même le rapport 
— 7 • Donc 7-7-, est donne. c. o. f. d. 

ce DO 



( ^88 ) 

Corollaire. Il résulte de là, en vertu du Porisme CVII, 
que : Les milieux des cordes ab, a'b\ . . . sont sur une 
même droite. 

Porisme CLXXXVL — Un cercle est circonscrit à un 

triangle PQR, et deux droites 
fixes SA, SA' sont parallèles 
aux deux côtés PR, QR 5 si 
autour des deux points P, Q 
on fait tourner deux droites 
qui se coupent sur la circonfé- 
rence du cercle et qui rencon- 
trent SA, SA' en m et vûl\ le 
point A étant donné sur SA : 
on pourra tix>uver le point A' 
sur SA' et une raison X, telsy que le rapport des deux seg- 
ments A m, A' m' sera égal à cette raison, 

La droite PA rencontre le cercle en a, et la droite Qa 
rencontre SA' au point cherché A^ Soit B le point où la 
tangente en P rencontre SA, et B' le point où PQ rencontre 

SA'. La raison X est égale à —7-^ • 

Â II 

En effet, le faisceau de quatre droites PA, PB, Pm et 

PR, a ses angles égaux à ceux des quatre droites QA', QB', 

Ç^wl et QR. Il s'ensuit, comme il a été démontré pour 

le Porisme CX, qu'il existe entre les deux systèmes de 

points A, B, m et A', B', m' la relation 




Km 
ÂB 



Mm' 
AB' 



ou 



km 



AB 



A'/w' A'B' 



Donc, etc. 



IX* Genre. (Voir p. 149.) 

Porisme CLXXXVÏI. — Si Von prend sur une droite OA 
deux points variables m, m', déterminant des segments 



dont le rectangle 0/w.Om' soit égal au carré construit sur 

une droite donnée a; ii 



E 



m 



n 



m' 



— j- étant le milieu de ces deux 
points, et h une ligne don-^ 
née : on peut trouver un point E et une raison (i^ tels, que 
l'on aura toujours 

E/w.E/// __ 
b.En "" f^* 

OE 
Il suffit de prendre OE==a, et (x=: 2 --r-» Cela résulte du 

Leinme XXIII (proposition 149). 

a. 

En effet, puisque Om.Om' = a* = OE , il s'ensuit, d'a- 
près ce Lemme, que 

Ew.Ew'=:;OE{E/n-f-Em'), 



ou 



E/w.Em' ^^ ^ Ew.Eiw' 2 OE 

- = OE, et -TT-ErTT = -T- = f^ 



2E/I 



6.E« 



Si le point E, au lieu d'être placé comme dans la figure, 
était pris du même côté de O que m et m\ ce serait le 
Lemme XXV (proposition 1 5 1) que l'on invoquerait. 
PoRiSME CLXXXVin. — Quand un cercle est inscrit 

dans un triangle AA'B^ si l'on fait 
tourner sur la circonférence une tan* 
gente qui rencontre les côtés BA, BA' 
en deux points m, m' : on peut trouver 
un point J' sur le cd/éBA', et une ligne 
II, tels, quon aura toujours F égalité 

km .y m^ 

■ A.' m' ■ ^^- 

La tangente parallèle à AB coupe A'B au point cherché 
J'. La tangente parallèle à A' B coupe AB en un point I, et 
l'on a fjtzrr AL 

^9 
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En effet, soient Ci, C; les parallèles aux deuï côtés A'B, 
AB menées par le centre du cercle. On démontre comme 
au Porîsme CXXX, que les cjuatrc droites CA, Cm, CI et 
C; font entre elles, deux à deux, des angles égaux aux an- 
gles des droites CA', Cm', C«, CJ'. Et on en conclut par la 
même démonstration que pour le Porisme CXXII, cette 
égalité 

A m A' m' A m.}' m' 



ou 



= AI 



Al J'w' " A'w' 

C. Q. F. D. 

PokismeCLXXXIX. — Si autour de deux points P, Q 

rf'ttn cercle^ on fait towmer 
deux droites gui se coupent 
en M sur la circonférence, et 
rencontrent une droite fixe 
LA en m e^ m' ^ fc point A 
étant donné y iunsi quune 
ligne SL : on pourra trousser 
deux autres points. A' et J' sur LA, tels, que le rapport 
des rectangles Am.J'm' el A^m! .a sera constant. 

Qu'on mène PA qui coupe le cercle en a; Q^a déter- 
mine le point demandé A^ Soient Py, Qi parallèles k LA; 
les droites Q/, Pi coupent LA en J* et I. J' est le deuxième 
point demandé; et Ton a 




ou bi 



en 



A /7t . J nt 
A' m' a 

Aw.J'/w' 
A' m' 



Al 



= AL 



En effet, les quatre droites PA, Pm, PI et Pjf font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites QA', Q/w', (^i^ QJ'. 
Si Ton conçoit que ces droites issues du point Q rencon- 
trent une transversale en des points A'', m'', F, J'' : en com- 
parant ces points d*abord aux trois A, m, I, puis aux trois 
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A', /n', J', on obtiendra les rdia lions 

A^ • rP" "^ "AT' ^^^' ^^^ Lemmes III el XI, p. 83.) 
A^^ m" , rm" _ AW 

Donc 

km k' m' km. y m' *t 

, C. Q. F. D. 

X* Genre. (Voir p. i56.) 

PoRisME CXC. — On a un cercle dont le diamètre 
est AB; la tangente en E est parallèle à ce diamètre, et 
les points I et T de cette droite appartiennent aux tan- 

gentes en K et en "R^ si autour 
de ces points A, B 07^ fait tour^ 
ner deux droites qui se coupent 
sur la demi'circonjerence ADC, 
et qui rencontrent la tangente 
IJ' en m et jn! ; le rectangle 
\vû! .Vm. sera égal à un espace donné augmenté du rectan^ 
gle formé sur l'abscisse mm' et une ligne donnée. 

L'espace donné est lE.J'E, et la ligne donnée J'I. De 
sorte que Téquation à démontrer est 

ImM'm = lE. J'E -H ri.mm\ 

En effet, les quatre points m, m', I, J' sont liés par l'é- 
quation suivante, d'après le Porisme LIX, 

ImWm = Im. J'm'-f- 3^1» mm', 

H suffit donc de prouver que \m.i' ni!= lE. J'E. 

'9- 




^ 
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Or les triangles Âml, m'BJ', sont semblables. Donc 

-— = 77 — :» ou bien I/7i^'//t'== AI.BJ'. 
AI J m 

Et comme AI = BJ'= lE = J'E, il en résolie 

I/;i.J'm'=IE.J'E. . 

Donc, etc. 

Obseivation. . On trouverait de même que si le point M 
était pris sur la demi-circonférence AEB, l'équation de- 
viendrait 

l/nM'm-i-IJ'.mw' = IE.J'E. 

Elle répondrait donc à un Porisme exprimé par la for- 
mule 

I m' . J'm H- jùi . mm' = V. 

Mais cette formule ne se trouve pas dans les énoncés de 
Pappus. Nous en dirons plus loin la raison (à la suite du 
Porisme CXCIX). 

Porisme CXCI. — Un trapèze PiQj est inscrit dans 
L A' _ m 1 A B' j' m' un ^rcle, et 

^ // \\ / une droite AL 

parallèle à ses 
côtés Pj, Qi, 
est prise au de- 
hors du cercle^ 
le point K étant 
donné sur cette droite : on pourra trouver un autre point 
B' ,•«» rectangle v et une ligne pi, tels, que si de chaque 
point M de tare iPj, on mène les droites MP, MQ, qui 
coupent LA en m et m', on aura toujours la relation 

Am . B'm' = v -|- j^i . mm\ 
Qu'on mène PA qui rencontre le cercle en a, et Qa qui 




( ^3) 
détermine le point A'. Puis, Pi et Q/ qui coupent AL en 
I et J' On prendra J'B' =: AI . v = AI . A'A et fjt = AL 
En effet, d'après le Porisme CLXXXIX, on a Tégalité 

Am.JW=AW.AI, 

et Ton en conclut, comme au Porisme CXXIII, Téquation 

A m . B'm' = AI . A'A -f- AI . /nm'5 

ce qui démontre le Porisme. 

Observation, Si l'on cherche ce que devient Téquation 
quand le point M est pris sur l'arc iaQ^bj qui avec iPj com- 
plète la circonférence, on trouve qu'il y a deux cas à con- 
sidérer : 

Pour les points des arcs ia^ jb contigus à iP/, l'équation 
est 

Am.B'm'-h AI.AA' = Al.mm'. 

Et pour les points de l'arc «Qi, elle devient 
A w . B'm' 4- lA . mm' = lA . A'A . 

Ainsi là circonférence est partagée en quatre arcs consé- 
cutifs jT?i\ ia^ aQb^ bj dont le premier et le troisième 
donnent lieu à deux équations différentes, et les deux au- 
tres à une seule équation . 

» 

Xll* Genre. (Voirp. i52.) 

Porisme CXCIL — Un segment de cercle AmB étant 

donné^ ainsi quune raison X : on peut 
trouver un point C et une raison [x^ tels, 
que les distances de chaque point m de 
^B Varc de cercle AmB aux trois points A, 
B, C auront entre elles la relation con- 
stante 

A m -f- X.Bw 
Cm ' 
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Qu'on prenne sur Tare AGB, qui complète la circonfé- 
rence du cercle, le point C déterminé par le ra^pport 

— = 1 ; ce qu'on fait par le Lemme XXIX 5 puis [i= —~: 



GB 

on aura 



BC 



Am 



AC 
CB 



Bm 



Cm 



AB 
BC' 



En effet, les quatre points Â^ B, C, m sont les sommets 
d'un quadrilatère inscrit au cercle, dans lequel, d'après le 
théorème connu des Anciens et qui fait la base de leur tri- 
gonométrie, le produit des diagonales est égal à la somme 
des produits des côtés opposés; c'est-à-dire que 



AB.Cm = A/n.BC-hBm.AC, 



ou 



A m -h --- Bm 
BC AB 

Cm "■ BC' 

c. Q. F. D. 

Observation, SI la raison donnée est égale à Tunité, le 
point C sera le milieu de Tare ACB, et Féquation satisfera 
à renoncé du XIV® Genre (voir p. 172). 



XV Genre. { Voir p. 1 74.) 

PomsKE CXCin. — Deux droites OA, OB' étant don- 
nées, si Ton mène une 
droite mm' qui fasse soit 
ak^ec AO et OB, soit avec 
OA et le prolongement 
de OB, un triangle 
mOm' égal à un espace 
donné v : le rectangle 
des deux segments Om, Om' est donné. 




( ^95 } 

Cela résulte des Lemmes XX et XXI. En effet, soit ab 
une position de la droite mm!. Les deux triangles aOi, 
wOm'sont égaux par hypothèse. Leurs angles en O sont 
égaux ou supplémentaires; par conséquent, d'après le 
Lemme XX dans le preniier cas et le Lemme XXI dans le 
second, leurs surfaces sont entre elles comme les rectangles 
Oa.Ob etOm.Oi»'. Donc ces rectangles sont égaux. 

Sgit «D perpendiculaire sur OB; on a 



triangle oUa = = v, 



d'où 



Ob = 



Oa 



2v 



et Oa.Ob = 2V, 



Oa 
aD 



Le rapport — -- est constant, quel que soit le point a 

pris sur OA, Le rectangle Oa.Oè, et par conséquent 
Om.Ow', qui lui est égal, est donc déterminé. 
Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME CXCiy. — Si d'un point P pris sur le dia- 

mètre AB éTun demi-cercle, on mène 
une droite à chaque point M de la cir^ 
conférence y et que par ce point on mène 
à cette droite une perpendiculaire qui 
rencontrera en deux points m, m', les 
tangentes en A ef B \ le rectangle Am,Bm' sera donné. 

Cela résulte du Lemme XXXI (proposition iSy) d'après 
lequel 

A/72.Bm'=PA.PB. 

Porisme CXCV. — Si autour d'un point fixe on fait tour- 
ner un côté d'un angle de grandeur donnée dont le som^ 
met glisse sur une circonférence de cercle : P autre côté de 
r angle forme sur deux certaines droites données de posi' 
tion deux segments dont le rectangle est donné. 
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Soient D le poini donné sur lé diamètre A'B', et DNK une 

position de Fangle mobile. Qu'on 
mène A'X faisant Tangle XA'D égal 
à DNK, et B'Y parallèle à A'X; puis 
par le point D une perpendiculaire 
à ces droites, qui les rencontre en A 
et B. Le côté NK de l'angle N fait 
sur ces droites les segments Am, 
BVi'dont le rectangle est égal à DA.DB. 

Cela résulte du Porisme précédent^ car si Ton mène DM 
perpendiculaire sur le côté NK de l'angle mobile, le point 
M sera sur le cercle décrit sur AB comme diamètre (ce 
qu'on démontre par le raisonnement déjà employé au Po- 
risme CLXXVI). Donc, d'après le Porisme précédent, 

Am.Bm'=DA.DB. 

ci. Q. F. D. 

Porisme CXCVI. — Si autour de deux points fixes D, D' 

pris sur le diamètre AB d*un denu-cercle 
à égale distance du centre , on fait 
tourner deux droites parallèles qui ren^ 
contrent la circonférence en deux 
points^ E, E' : la droite EE' forme sur 
les tangentes e/i A et B deux segments 
A m, Am' dont le rectangle est donné. 
Ce rectangle est égal à DA .DB. 

En effet, les deux droites DE, D'E' étant parallèles et 
également éloignées du centre, l'angle DE E' est nécessaire- 
ment droit. Car si l'on mène le diamètre perpendiculaire à 
ces droites, qui les rencontre en G et G', on a CG =CG'5 
par suite, d'après le Lemme XXXVI, la corde EE' est pa- 
rallèle à GG'. L'angle DEE' est donc droit ^ et conséquem- 
ment, d'après le Porisnie CXCIV, le rectangle Am. Am' est 
égal à DA.DB. c. Q. F. D. 
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Autrement. Sans invoquer le Lemme XXXVI, les cordes 
EF, £F' sont égales, comme parallèles également éloignées 
du centre ; et comme le diamètre qui leur est perpendicu- 
laire passe par leurs milieux, GE = GE' ; donc EE' est 
parallèle à GG'^ et l'angle DEE' est droit. Donc, etc. 
PoRisMË CXCVn. — Étant donné un demi-cercle ACB, 

, une tangente quelconque mxû! fait sur 
les tangentes aux extrémités du diamè- 
tre K^^ deux segments A m, ^ m' dont 
le rectangle, est donné. 

Ce rectangle est égal au carré du rayon 
du cercle. , 

En effet, soient n le point de contact de U tangente, et O 
le centre du cercle. Les deux droites O m, Owl sont rectan- 
gulaires, parce qu'elles sont perpendiculaires respective- 
ment aux cordes Aw, Bn. Le triangle mOm! est donc rec- 
tangle en O, et par conséquent on a mn.m[n = On = R'. 
Mais mn = Am, et m'n = Bm'. 
Donc 

Aw.Am'=R'. 

c. Q. F. D. 

GePorisme pourrait être considéré simplement comme 
un cas particulier du précédent. 

PorismeCXCVIII. — Quand un losange A1B3^ estcircon^ 

sent à un cercle^ toute tangente au cercle 

fait sur les côtés AI, AJ' deux segments 

Im, J'm', dont le rectangle est donné. 

Soit D le point de contact du côté lA , 

on aura 

Im.JW=:ID.J'A. 

En effet, soit C le centre du cercle, et 
C/, Cy parallèles à AJ' et AI, respective- 
meut. Les quatre droites CD, C/w, CI, C/, font entre elles 
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deux à deax, des angles ^aux à oenx des droites CA, dm, 
Ci et CJ*. 

On en conclut par le raisonnement employé pour la dé- 
monstration du Porisme XCVII, quMI existe entre les deux 
systèmes de points D, m, I, et A, n/, V la relation 

^J^ = ~ ou Im.JW = ID.J'A. 
Il) y m 

c. Q. F. n. 
j4utrement. Les deux triangles ICm, J'm'C sont sem- 
blables, parce que les côtés IC, Cm, ml du premier sont 
également inclinés sur les côtés respectifs J'm', m'C, CJ'du 
second. On a donc la proportion • 

Iot_ CJ' 
IC ^ 



rn/i 



rm 



et Im.JW=IC.CJ'=IC 



Ainsi le rectangle Im.i'tn! est donné. 

c. Q. F. n. 
Celte secondé expression du rectangle Im.i' n! se ramène 
immédiatement à la première. Car dans le triangle ICA, 

îc'=ID.IA = ID,rA. 



XVr Genre. (Voir p. 177.) 

Porisme CXCIX. — Si autour de deux points P, Q d^un 

cercle^ on fait tourner 

deux droites qui se 

coupent en M sur la 

circonférence y et qui 

rencontrent une corde 

EF en deux points m, 

m'; un point A étant 

,donné sur cette corde : on pourra troui^er un second point 

B', un rectangle v et une ligne (x, tels, que pour des points 

M du cercle, en nombre infini^ on aura toujours la relà- 
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tion 



mm 



fx. 



Qu'on mène Pjf et Qz parallèles à EF*, puis Pi, Q; qui 
rencontrent EF en I et J'. Qu'on prenne J'B'= AI 5 B' sera 
le point cherché. La droite PA rencontre la circonférence 
en a\ et Q« rencontre EF en A'. On fera v = AI» A A', et 
jjt = AI. 

Enfin, le point M devra se trouver sur Tare /P7, ou sur 
l'arc ab déterminé par les lignes PA et QB'. 

En effet, supposons-le sur Tare «Py*', les deux points m, 
to' ont, avec deux autres points C, C déterminés de la même 
manière, la relation ' 

— — = X -7 — ;> (Porisme CXXIX.) 
Cm Xi m' ^ ' 

qui entraîne, comme au Porisme LX XVIII, la suivante 

Aw.B'/rt'-hAI.AA' _ .^ 

__^ AI. 

mm' 

Le Porisme est donc établi. 

Si le point donné A est sur la circonférence, en E par 
exemple, le rectangle v est nul et la relation entre les deux 
points m, tw', qui alors convient à tous les points M de la 
circonférence, devient 

Eiw.B'/w' 



=:EL 



mm 



C'est le cas prévu dans l'énoncé duXVP Genre. 

Observations* Si dans la figure sur laquelle nous venons- 
de démontrer le Porisme, le point M est pris sur l'arc lE, 
ou sur yF, on trouve que l'équation devient 

A/// . B'm' = AI . A'A 4- kl. mm'. 

Pour les points de l'arc £« ou de l'arc Fè, elle prend 
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une troisième forme 

Àm.B'm'-h AI. mm'= AI. AA'. 

m 

Ainsi la circonférence est divisée en six ares, lE, Ea, 
aby JF, Fy, ij. Deux de ces arcs, ab^ ij^ qui sont opposés, 
se correspondent*, des quatre autres, ceux qui se correspon- 
dent sont d'une part aE, £F, qui sont contigus à ab\àe 
l'autre, lE, /F, qui sont coutigus à ij : et chacune des trois 
équations se rapporte à F un de ces couples d'arcs corres- 
pondants. 

Il n'en était pas entièrement de même dans la figure du 
Porisme CXCI, qui appartient au X*' Genre, et qui ne se 
distingue de celle dont nous venons de nous occuper que par 
la position de la droite A A' en dehors du cercle. Les diffé- 
rentes positions du point M exigeaient aussi trois équa- 
tions : mais la circonférence n'était divisée qu'en quatre 
parties. A deux parties opposées répondait une seule des 
trois équations. Chacune des deux dernières parties em- 
ployait seule une des deux équations restantes. 

Mais on voit que les équations qui expriment les X® et 
XVP Genres se présentent ensemble dans une même ques- 
tion. 

Toutefois dans l'ouvrage d'Euclide les questions relatives 
à ces deux Genres n'ont pas été les mêmes. Ce géqpiètre, 
guidé par une considération théorique importante qui tient 
aux imaginaires, comme nous allons le dire, a dû intro- 
duire dans les énoncés des Porismes dont Pappus a formé 
le XVP Genre une condition d'après laquelle ils s'ap- 
pliquaient nécessairement à des questions, ou du moins 
à des figures, différentes des questions ou des figures qui ont 
fourni à Pappus son X® Genre. Celle condition, c'est que 
le rectangle v puisse devenir nul par suite de la p<9sition du 
point A^ condition qui n'existe pas dans le texte du X^ 
Genre. 
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On reconnaît immëdi a lement dans la géométrie moderne, 
que cette distinction revient ^u cas où les points doubles des 
deux divisions homographiques formées par les couples des 
points m, m^ sont imaginaires. 

Ce sont sans doute ces cas d'imaginarité dont Euclide a 
voulu montrer les conséquences, en distinguant avec pré- 
cision des questions qui conduisent aux mêmes relations 
entre les points variables que Ton considère, et il les a ca- 
ractérisées si nettement, que Pappus en a fait deux Genres 
séparés. 

Les Livres de la section de raison^ de la section de Ves- 
pace et de la section déterminée^ nous apprennent que ces 
cas d'imaginarité avaient frappé vivement l'imagination 
des géomètres grecs. Apollonius y a trouvé le sujet de belles 
questions de maximum qui nous ont été conservées par 
Pappus, et qui suffiraient pour montrer la sagacité et le 
génie de celui que les Anciens avaient surnommé le grand 
géomètre. 

La comparaison de ces trois ouvrages de la section de 
raison, de la section de Tespace et de la section déterminée, 
met aussi en évidence toute la hardiesse d'Euclide dans la 
conception de ses Porismes. Elle fait sentir combien il a eu 
à surmonter de difficultés pour donner toujours aux énon- 
cés une ri goureuse e^ac ti tude . 

Ces difficultés naissent pour la plupart de la diversité 
des positions relatives des points dans une figure, en d'au- 
tres termes, de la direction des segments ^ elles ont disparu 
dans la géométrie moderne par l'introduction des signes -f- 
et — . 

Si le seul problème de la section de raison, le plus sim- 
ple qu'on puisse imaginer, puisqu'il s'exprime par l'.équa- 
lion à deux termes Am = X.B'm', la plus simple aussi de 
toutes celles qui se trouvent dans les Porismes, si ce pro- 
blème, dis-je, à raison de ces différences de positions rela- 
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lives des points et des lignes, a demandé à Apollonius 
87 cas; celui de la section de Fespace 84 9 cl celui de la sec- 
tion déterminée 83, on doit être effrayé des obstacles mul- 
tipliés qu^a dû rencontrer Euclide en introduisant dans la 
géométrie les équations à trois et à quatre termes qui font 
le sujet d'un grande partie des Genres indiqués par Pappus. 

Sans doute la nature et le vaste ensemble des proposi- 
tions variées auxquelles s'appliquent ces équations qui se 
rattachent à une théorie unique, celle des divisions ho- 
mographiques , forment le mérite principal de Touvrage 
d'Euclide. Mais on peut croire que la nouveauté hardie que 
présentaient les Porismes, à raison des difficultés que nous 
avons signalées, a été aussi un des motifs de Tadmi ration 
de Pappus pour ce grand ouvrage, en tout si original et si 
profond. 

Peut-être s' étonner a-t-on qu^Euclide n'ait pas donné de 
Porismes susceptibles de former un Genre exprimé par la 
troisième des équations renfermées dans la formule algé- 
brique 

A m . B'm' -|- v = /ut . mm\ 
savoir 

Am.B'm'4-IA.ww'==IA.AA', 

équation qui se présente dans les mêmes questions que les 
deux premières, comme on Va. vu ci-dessus (Porismes 
CXC, CXCl et CXCIX)- 

Cette abstention s'explique naturellement; car cette 
équation répond précisément aux positions de* points 
m, m' qui ne satisfont pas aux deux autres équations. Il 
aura donc suffi à Euclide d'en faire la remarque dans quel- 
que scolie, pour éviter de multiplier inutilement les exem- 
ples de Porismes. Une réserve de ce genre est bien dans 
Tesprît du grand géomètre et dans le caractère de son ou- 
vrage, oti il n'a voulu donner que des principes et les 
germes d'une foule de conséquences importantes. 
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XVir Genre. (Voir p. 184.) 

PoRiSME ce. — Si autour de deux points P, Q d^un 

cercle on fait tourner deux droites 
qui se coupent en M sur la circon-- 
férence et rencontrent en m et m! 
une tangente fixe AI : le rapport 
du rectangle A m .A m' à l'abscisse 
mm' sera donné. 

Qu'on mène Q/ parallèle à la tangente AI; et P/ qui 
coupe celte tangente en I ; on aura 

Am.Am' .- 
' — = Al. 

mm 

En effet, soit P/ parallèle à la tangente, et Q/ qui coupe 
cette droile en J', On a, d'après le Porisme CXXXIX, 

A mM m 1= A f?ï . A J' . 

OrAP=iA. Donc 

AmMm=Am.IA, oa *- — = — -• 

Am ml 
Par suite, 

A m' AI 

A m' — A m Al — ml 

A m' AI Aw A/w' .- 

-7=7 ' r— =AI. 

mm Am mm' 

G. Q. F. D« 

PoBiSME CCI. — Quand un cercle est circonscrit à 
c^— — *^„^ un triangle ABC, si autour des deux 

1 V9^\y^ ^m\ ^ sommets A, B, on fait tourner deux 

droites qui se coupent en chaque 
point M de la circonférence^ et qui 
rencontrent une corde et en m et m!: 
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le rectangle em . fm' est à F abscisse mm' dans une raison 
donnée. 

Qu'on mène la corde B/ parallèle à ef^ et Ki qui ren- 
contre efen I, on aura 

em ,fm' ^ 

; — =el. 

mm' 

En effet, nous avons vu (Porisme CXXVI) que 

em ,fm' eD ./D' em ^ em' 

em'.fm^ el>\fl>' ^^ fm'^^'' 

Par conséquent, d'après le Porisme LXXXII, 



em . fm' 



mm' 



= el. 



C. Q. F. D 




E 

n 



XXI* Genre. (Voir p. 201.) 

Porisme CCII. — Un cercle et une droite DE étant 

donnés^ si de rextrémité A du dia- 
mètre perpendiculaire à DE on mène 
une droite qui rencontre le cercle en 
m et DE en n \ le rectangle Am. An 
est donné. 

En effet, les deux triangles AwB, 
ADn sont semblables, comme étant 
rectangles et ayant l'angle A commun. Par conséquent, 
on a 

Am AD 

ÂB ""A^' 



n 



ou A/w.A/î = AB. AD. 



Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CCIII. — Étant donnés deux cercles dont 
F un a pour centre un point A de la circonférence de Vau- 
tre; si une tangente au premier rencontre le second en 
deux points m, m': /e rectangle des distances de ces points 
au centre du premier cercle est donné. 
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Soit AB le diamètre du second cercle ; AM le rayon du 

premier. Oii a 

M Am.Am'=AB.AM. 




En effet, les deux triangles rectan- 
gles AmB, AMm! sont semblables^ 
parce que les deux angles ABm et 

Am'M sont égaux comme étant l'un et l'autre suppléments 

de l'angle mm' A. Par conséquent, 



A m AM 



AB 



Am' 



ou Aw.Am'=3 AB.AM. 



DonC) etc. 
PoaisME CCIV» 



m' 



m 







o 



m 



Deux points O, A étant donnés sur 

une droite, si Von prend sur 

A cette droite, d'un même côté 

du point O, deux points varia-* 

blés m, w!ytels^ que Von ait 



Om 
On? 



A. 71 

Am' 



le rectangle Om.Om' est donné. 

En effet, OiTi . O w' = Ôa\ 

Ce Porisme n'est que la traduction du Lemnie XXVI, 
quand les deux points m, m' sont pris du côté opposé au 
point A, à partir du point O; et du Lemme XXVII, quand 
m et m' sont pris du même côté que le point A. 

Porisme CCV. — Étant donnés un cercle et la tan* 

gente en un point A, si Von mène 
deux tangentes parallèles entre 
elles qui rencontrent la tangente 
fixe en deux points m, m! : le rec-^ 
tangle Am. A m! est donné. 




20 
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Ce rectangle est égal au carré du rayon du cercle. 

En effet, soient M, M', les points de contact des deux 
tangentes parallèles^ Tangle MAM' est droit; par suite 
l'angle mCm\ dont les côtés sont perpendiculaires aux 
cordes AM, AM', est aussi droit. Le triangle mCmf est^ 

donc rectangle en C-, et conséquemment Am.Am' = CA. 

C. Q. F. D. 

PoRisME CC\'I. — Si par deux points D, B pris sur 

le diamètre d^un demi-cercle, à égale 
distance du centre j on mène deux droi- 
tes parallèles Dm, lym' terminées à la 
circonférence : le rectangle construit sur 
ces deux droites est donné. 
Concevons que la circonférence entière soit décrite, et 
prolongeons la droite Dm jusqu a la circonférence, en n. 
Je dis que Dn est égale à D'm'. En effet, joignons Cn et 
Cm'. Les deux triangles CD/i, CD' m' sont égaux, parce 
qu'ils ont des angles égaux en D et tV, et deux côtés égaux 
chacun à chacun. Donc 

D/i = DW. 
D'ailleurs Dm.D« = DA.DB. 

Donc D m . D'm' = DA . DB. 

Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME CCVIL — Un triangle ACB étant donnée si 

on mène deux 
droites paraUè- 
les MN, M'N' 
qui forment 
Vune av^ec les 
deux côtés CA, 
CB et Vautre 
a^ec les prolon- 
gements de ces 
côtés au delà 
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du sommet C, les tiiangles MCN, M'CN' égaux en sur^ 
face au triangle ACB : ces droites rencontrent la hase AB 
du triangle en deux points m, m', et le rectangle des dis- 
tances de ces points au milieu de AB est donné. 

Ce Porisme se conclut du Lemme XXXII (proposition 
i58), pris dans l'état de généralité qu'il comporte, comme 
nous l'avons dit précédemment (p. g6). Soient D le milieu 
de AB^ et n le point où MN coupe CD ; on a, d'après le 
Lemme, 



Dm=DB ' ^^ \. . ou Dm=DB.~ 
Par conséquent., 



Dm''=DB'~,, ou D/7i.D/w'=DB'. 

D m 

Ce qui démontre le Porisme. 

Observation. La démonstration du Lemme donnée par 
Pappus est assez pénible. Voici une démonstration directe 
du Porisme. Elle est fort simple, et la démonstration du 
Lemme en résulte immédiatement. 

On a d'après le LemmçXX (proposition t45), 

CA.CB = CM.CN ou ^ = ^- 

CM CB 

Soit O le milieu de mm*-^ CO est parallèle à MN, et les 
triangles semblables ainsi formés donnent 



CA_ OA CN 0/» 

CM""0/w ^^ CB"" OB 



Donc 



rr — = --—, ou Om = OA.OD. 
Ow OB 



Cette équation, en vertu du Lemme XXXIV dont on peut 

20. 
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invoquer la réciproque, entraîne celle-ci : 

m A m' A 
n7B"^i7i'B' 

Et de cette dernière, en vertu du même Lemme, on conclut 

DB'=Dm.Dm'. 

• G. Q. F. D. 

PoHiSME CCVIII. — De chaque point M d'une tan-- 

gente à un cercle, on mène 
une seconde tangente et une - 
droite passant par un point 
donné P ; cette tangente et 
cette droite rencontrent une 
autre tangente HG en deux 
points m, m' : on peut trou- 
/ ^ • G^ ver deux points!^ V ^ur HG, 

et un espace v, tels, que le rectangle Im.VvDi sera tou- 
* jours égala v. 

En effet, concevons les points M, A, B, C de la droite 
EF. Les tangentes menées par ces points rencontrent la tan- 
gente HG, en m, a, &, c, et les droites menées des mêmes 
points au point P rencontrent cette même tangente en 
m', a', y^ c. 

On a, d'une part, 

rii; : ttt; = — T • "i > (Porismc CXXXI, Corollaire. ) 
MB CE mb cb ^ ' ' 




et d'autre part, 



MA.C4 
MB* CE 

Donc 



m'a' c'a' 



m 



'b'^ c'b' 



(Lemme m. Corollaire I, p. 82*) 



ma ca 



m a 



da' 



mb'eb m'b''c'b' 



ou 



ma.m'b' ca>c'b' 



mb,m'a' ce. c'a 



f ^f 



Cette équation prouve d'après le PorismeXGIir(i)5 qu^il 
existe deux points I, J' tels, que l'on ait 

lm,J'm^== con&tante = v . 

Pour déterminer ces points^ on fait d'abord passer par le- 
point P, parallèlement à GH, une droite qui rencontre EF 
en i'^ la tangente menée par ce point i coupe GH en L 
Ensuite on obtient le point J\ en menant la tangente pa- 
rallèle à GH, et par le point / où elle rencontre EF, la 
droite yP^ cette droite coupe GH au point cherché J'. On, 
détermine l'espace v *en prenant la tangente Mm dans une 
position particulière. Par exemple, quon suppose le point 
M en E, et soit F/ le point où la droite EP rencontre HG; 
on aura v = IG . JV. Si Ton place le point M en G, et qu'on 
appelle g le point de contact de la tangente HG, on aura 
v = I^.J'G. 

PoRiSME CCIX. — Si autour d^un point p on fait tour- 
ner une corde MM! d'un cercle, et que dun point V de la 
circonférence on mène PM, PM' qui rencontrent une droite 
fixe DX en deux points m, m' ; // existera sur cette droite 
un point O, tel\ que le rectangle Qm.Om' sera constant,. 




a mm',ai 



a' X 



(i) Dans ce Porisme XCIII, les deux séries de points m, a, h,,., y m', û', 
b\. .. sont supposées sur deux droites différentes; mais il est évident que la 
relation démontrée subsiste quelle que soit la position relative des deux 
droites, et conséquemment quand elles coïncident, comme cela a lieu ici. 



( 3.0 ) 

En effet, soient les trois cordes ptUM'^ pAA.\ pCC\ dont 
la troisième est menée de manière que PC' soit parallèle à 
DX. Soit F le point où la droite pP rencontre ]a circonfé- 
rence. Les quatre droites PM, PA, PC, PC rencontrent 
respectivement les quatre PM', FA', FC, FC en quatre 
points fx, a, y, yi situés sur une même droite (Porisme 

cLxxn), 

Désignons par m, a, O, les points où les trois droites PM, 
VA, PC coupent DX ; il existe entre ces points et les qua- 
tre {z, a, y, 71, la relation 

Ofî = 2!f : M. (Lemme XI.) 

Appelons pareillement ft', 0/, /, y\ les points où les 
quatre droites qui partent du point F coupent DX ; il existe 
encore entre ces points et les quatre |x, a, y, y^ U relation 

Tl.lll^yy. yy (Coroll. I du Lemme ffl, p. 82, ) 

Enfin les quatre droites PM', PA', PC, PC font entre 
elleç les mêmes angles que les quatre FM', FA', FC, FC 
qu'elles rencontrent sur la circonférence; et Ton en conclut, 
d'après les Corollaires II et III du Lemme XI (p. 83), que 
les points déterminés sur DX par ces deux systèmes de 
quatre droites ont entre eux la relation 

' "' -' "' O a' 



7 P .7(f* _ 



y a 7i * U m. 

U résulte de ces trois égalités que 
Om On' 



Oa Om' 



t ou Om, Om =0a . Oa'. 



Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME CCX. — * Un cercle est circonscrit à un trian- 
gle PQR; Gt autour des deux sommets P, Q on fait tour- 




(3..) 
ner deux droites PM, QM qui se coupent sur la circonjé^ 

rence et rencontrent , respective- 
ment, deux droites Jixes A^^ h!lij 
en deux points m, m'; si les paral- 
lèles à ces droites menées par les 
points V et Q ne se coupent pas sur 
la circonférence : on pourra troui^er 
sur ces droites deux points I et J', tels, 
{fue le rectangle Im.J'm' sera donné. 
Qu'on mène la corde Qi parallèle à A'X', et Pi qui ren- 
contre AX en I5 puis la corde P/ parallèle à AX, et Qj qui 
rencontre A'X' en J'; ces deux points I et J' sont les points 
cherchés, r^ r' étant les points d'intersection des droites AX, 
A'X' et des côtés PR, QR du triangle, respectivement, 
on aura 

I/n.J'm' = lr.JV. 

En effet, les quatre droites PM, PR, Pi et P/ font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites QM, QR^ Qi et 
Q/. Par conséquent, si l'on conçoit que ce& deux systèmes 
de quatre droites coupent une transversale menée arbitrai- 
rement en deux systèmes de quatre points m^, Tj, Ij, J, et 
m\ , r\ , r, , J',, on aura entre ces points Téquation • 



I, m, . J. «. t. m'. . J'. m', ^^^^^^ lU, p. 84. ) 



ir, J,r, I,r, J,/-, 



Mais d'après le Corollaire II (p. 83), le premier membre 
de cette équation est égal à y- 5 et le second à y, — 7' 



Donc 



-— = --7 — 7) ou Im.J m' ==lr,J'r ,. 
Ir J m 



Ce qu il fallait démontrer. 

Observation . Si les parallèles à AX et A'Xf, menées par 



( 3.a ) 

les points P et Q, se coupaient sur la circonférence, le Po- 
risme n'aurait pas lieu, parce que' les deux points I et J' 
n'existeraient plus ; les droites qui les déterminent se trou- 
vant alors parallèles, respectivement, aux droites AX, Â'X'. 
Ce qu'on exprime dans la Géométrie moderne en disant 
que les points I et J'.sont à l'infini. Ce cas a été le sujet du 
Portsme CLXXXVI; 



XXII* Genre. (Voir p. 2:19.) 

PoRisME CCXL — Étant donnés deux droites SX, SX' 

non rectangulaires, dans 
le plan d'un cercle, et 
deux points A, B sur la 
première SX^ si de cha- 
que point m de SX on 
mène deux tangentes au 
cercle, et qu^on joigne 
les deux points de con- 
tact par une droite qui 
rencontrera SX' en un 
point mf: on pourra trou-* 
{^er deux points A', B' sur 
cette seconde droite don- 
née, tels^ que le rectangle Am.B'm' sera au rectangle 
A'm\Bm dans une raison donnée. 

Que par chacun des points A, B on mène deux tangentes 
au cercle, les cordes de contact rencontreront SX' aux points 
demandés A', B'. Soit J' le point où le diamètre du cercle 
perpendiculaire à SX coupe cette même droite SX' ; larai-t 

B'J' 
çon constante est -7—,^ c'est-à-dire qu'on aura 

A J 




Am.h'm' 



f T/ 



B'J 



hm.Mm' •k'I 



t it 



(3.3) 
En effet, les cordes de contact des tangentes menées par 
les trois points A, B, m et le diamètre perpendiculaire à SX, 
qu'on peut regarder comme la corde de contact des tan- 
gentes parallèles à SX, passent par un même point ( Porisme 
CLXXVn). Or ces droites sont perpendiculaires respecti- 
vement aux droites menées du centré du cercle aux points 
A, 6, m, et parallèlement à SX. On a donc deux faisceaux 
de quatre droites, dont les quatre dernières font entre elles, 
deux à deux, les mêmes angles que les premières. Ces deux 
faisceaux sont coupés, respectivement, par les deux droites 
SX^ SX', en des points qui, d'après les Corollaires du 
Lemme IQ, p. 83, ont entre eux la relation 

Km _ k'm' ^ k'V 
B/w "" B'/w' * B'^J' 
ou 

A/iî.B'/w' B'J' 



Bm.A'm' A'J' 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Observation, On conçoit que la considération des deux 
points m et m! peut donner lieu à beaucoup d'autres Po- 
rismes qui ^e rapportent à la plupart des Genres du pre- 
mier et du second Livre. Les deux points variables m, ni! 
peuvent être pris sur une même droite, car il est permis de 
supposer que SX' coïncide avec SX. Il nous suffit d'indi- 
quer ces Porîsmes, dont les démonstrations n'offriront au- 
cune difficulté, et qui néanmoins pourront faire le sujet 
d'exercices intéressants. 

V* Genre, (Voir p. i36.) 

Porisme CCXIL — Autour de deux points P, Q d'un 
cercle on fait tourner deux droite^s qui se coupent sur la 
circonférence y et rencontrent une tangente fixe en m et 
m', un point O étant donné ainsi quune ligne a : il 
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existera une droite donnée de position, telle, que le seg- 
ment ^ formé sur cette 
droite par celles qui joi- 
gnent le point donné O et 
les points m, m', sera tou- 
jours de la longueur don*" 
née CL. 

En effet, on sait (Porisme 
CC) que Ton a 

A/i.A/i' 




Am ,A.fn 



ou 



7— = const. = 

tnm 




nn' 


Am m' m An' 


• 
• 


nn' 


An ' m' n Am* 


nm! 



Si d'un point donné O on mène des droites aux cinq points 
A, m, m\ n et «', et qu'une droite parallèle à la première 
OA les coupe aux points fx, [t!^ v, v', on aura (en vertu du 
Corollaire II, p. 83) les deux égalités 

Am ^m'm 1».^ 



An m' n ^t ^i 

A «' . nn' vp' 

m nm w 



Il suit de là que 






VfA 



VV 



OU fjtfx' = vv'. 



Il faut donc inscrire dans l'angle mOm' une droite de la 
longueur donnée a et parallèle à la droite OA. Cette droite 
satisfera à l'énoncé du Porisme. 

Donc, etc. 

Porisme CCXIII. — Si par le centre de similitude de 
deux cercles on mène une droite qui les rencontre en 
quatre points : les tangentes en ces points forment un pa- 
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rallélogramme dont la diagonale ee' est sur une droite 
donnée de position. 

En effet, les tangentes en a et a! sont parallèles, puisque 
\^ le point S est le 

centre de simi'^ 
litude des deux 
cercles (Porisme 

CLXxxin,/{e- 

marque) ; les an- 
gles cab et daiy 
sont donc égaux. Or l'angle c/Z/^^ est égal à l'angle da'V. 
Donc les angles en a et b' du triangle eaV sont égaux, et, par 
conséquent, ce triangle est isocèle. Ainsi ea = ei', et pa- 
reillement dal == e/ft. De sorte que la diagonale ee coïncide 
avec la droite lieu des points d'où l'on peut mener aux deux 
cercles des tangentes égales (Porisme CLXIII). Ce qui dé- 
montre le Porisme. 




VP Genre. (Voir p. 139.) 

Porisme CCXIV. — Étant données dans un cercle deux 

cordes SC, SC qui partent d'un 
même point S de la circonférence^ 
on mène de chaque point m pris sur 
le prolongement de SC deux tan^ 
gentes au cercle ^ la corde de con^ 
tact rencontre SC en un point w! : 
la droite mm' passe par un point 
donné. 

En effet, concevons que le point /w prenne deux positions- 
A, B sur la corde SC, puis vienne en S*, les quatre cordes 
de contact, dont la dernière sera la tangente en S, passe- 
ront par un même point (Porisme CLXXVII) et seront 
perpendiculaires aux droites menées du centre du cercle 
aux quatre points m, A, R, S. On aura donc deux faisceaux^ 




( 3.6 ) 
de quatre droites, dont les dernières cpii parlent du centre 
du cercle font entre elles, deux à deux, des angles égaux à 
ceux des premières. Par conséquent, ces deux faisceaux de 
quatre droites rencontrent, respectivement, les deux droites 
se et se en deux systèmes de quatre points m', A', B', S et 
m. A, B, S, entre lesquels a lieu l'équation suivante : 



il • ^1= If • S^' (Corollaire HI, p, 84.) 

On conclut de là, d'après le Corollaire I du Porisme 
XXIV, que les trois droites A A', BB^ et mm! passent par u» 
même point. c. q. f. d^. 

VffGenre. (Voir pv 144.) 

PoAiSME CCXV. — Étant donnés deux droites rectan- 

gulaires SX, SX' dans le 
plan-d^un cercle^ et un point 
A sur ta première, si Von 
mène de chaque point m de 
m' celle-ci deux tangentes au 
cercle^ puis la corde de con^ 
tact qui rencontrera la se- 
conde droite en un point m' : 
on pourra troui^er sur cette droite un point A', tel, que 
le rapport des segments A m, A' m' sera donné, ^ 

La corde de contact des tangentes menées par le point A 
coupe SX' en A' qui est le point demandé. Soit S' le point 
où la corde de contact des tangentes menées par le point S 
coupe SX': on aura 

A m AS 

En effet, les cordes de contact des tangentes au cercLî 
menées par les trois points A, w, S passent par un même 
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point (Porisme CLXXVII),et rencontrent SX' en A', m'. S'. 
Mais les droites menées du centre du cercle aux points A, 
m, S sont perpendiculaires k ceis cordes, respectivement. 
On a donc deux systèmes de droites passant par deux points 
fixes, et faisant entre elles, deux à deux, des angles droits* 
Or les deux droites SX, SX' sont elles-mêmes à angle droit; 
et il en résulte, d'après le Porisme CLXXXVI, que les 
points A, m, S et A', /»', S' divisent les deux droites SX^ 
SX' en parties proportionnelles, c'est-à-dire que l'on a 

Am A'm' km AS 



) ou 



AS A' S' • h! m' A' S' 

C. Q. F. P. 

IX® Genre. (Voir p. 149.) 

• 

Porisme CCX^^l. — Si de chaque point m pris sur le 

prolongement d'une corde EF 
d^un cercle on mène deux tan- 
gentes^ et qu^qn joigne les points 
de contact par une droite qui ren- 
contre la corde EF en un point 
m', le milieu du segment mm' 

étant n : le rectangle Em.Em' sera au segment Ku dans 

une raison donnée fx. 

Cela résulte des Lemmes XXVIII et XXXIV; car, d'après 

le premier de ces Lemmes, on a Téquation 

E/w _ Fm 

et par conséquent, d'après le second, 

Em.Em'= En.EF, 




ou 

Em.Em' 



En 
Donc, etc. 



= EF. 



(3.8) 

XXIX* Genre. (Voir p. 257.) 

PoRiSME CCXVn. — Deux droites rectangulaires SX, 
SX' étant données dans le plan iTun cercle^ si de chaque 
point m de la première on mène des tangentes au cercle, 
et qu^ on joigne les points de contact par une droite qui 
rencontrera la seconde droite SX! en un point m' : ilexis^ 
tera un point O, tel, que chaque droite mm! fera un angle 
donné avec la droite menée du point m à ce point O. 

Et si le point de concours S des deux droites données 
SX, SX' est situé sur la circonférence du cercle ^ la droite 
ram! sera parallèle à une droite donnée de direction. 

Celte Proposition est une conséquence du Porisme 
CCXV et du CLV^. Car, d'après le CCXV^, les deux 
points /7i, m' forment deux divisions semblables et par con- 
séquent le Porisme devient le même que le CLV*. 

II* Genre. (Voir p. 117.) 

Porisme CCXVDI. — Étant pris deux points P, Q 

sur une tangente à un cercle, on 
fait tourner autour du premier 
une droite Pn qui rencontre le 
cercle en deux points y et Von 
mène les tangentes en ces points y 
lesquelles se coupent en n' : le point 
de concours m des droites P n, Qn 
est sur une droite donnée de posi^ 
tion . 

Soient S le point de contact delà tangente sur laquelle sont 
pris les points P, Q 5 B le point de contact de la seconde tan- 
gente issue du point P. Le point n' est situé sur la corde SB 
(Corollaire du Porisme CLXXVII). Supposons le point n 
de la droite Pn situé aussi sur SB : d'après le Porisme CLX, 
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les points n et »' seront liés par la relation 



S/2 



S«\ 
/l'B^ 



puisque le point n est situé sur la corde de contact des tan- 
gentes menées par le point «'. 

Soient a, à' les points analogues à n et //, pour une autre 
droite menée par le point P. On a, de même, 



Sa Sa 



aB a'h 



Ces deux équations donnent 



Sn ^ Sa 
^ • ÔB 



Sn^ , S« ' 
n'B • a'B 



Et cette relation prouve, d'après le Corollaire III du Po- 
risme XXIV, que les poinls d'intersection des trois droites 
Pa, PB, Pw, par les trois Qa', QB, Qw', une à une, res- 
pectivement, sont en ligne droite. C'est-à-dire que le lieu 
du point m est une droite qui passe par le point B. 
Donc, etc. 

PomsME CCXIX. — Étant donnés un cercle et deux 

droites RA, RP, dont 
Vuné rencontre le cer- 
cle en deux points A, 
H^etdont Vautre passe 
par le point de con- 
cours P des tangentes 
en ces points^ une au-- 
tre tangente quelcon- 
que a M rencontre ces 
deux droites en deux 
points Mj N par les- 
quels on mène les tangentes Ma', Na'': le point de con- 
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cours de ces tangeri tes est sur une droite donnée de position . 

Cette droite est la corde de contact des tangentes au 
cercle menées par le point R. 

En effet, cette corde passe par le point P (Porisme 
CLXXVn, Corollaire), et rencontre la droite AB en un 
point Q. La corde aa! passe de même par le point P et ren-^ 
contre la corde ÂB en un point a : et Ton a 

pJ'^S* (Po"S«»eCLX.) 

Les deux tangentes Ma, Ma' rencontrent la droite PQ 
en deux points m, m' : et de la relation précédente,en vertu 
du Lemme XIX, ondéduit celle-ci : 

Pm _P/n' 

D^ autre part, la corde de contact aaf^ passe par le point 
Q et rencontre RP en un point Pi, qui feurnit la relation 

pTô^'^^qô^* 

En appliquant encore le Lemme XIX, et en appelant mf^ 
le point où la tangente Na" rencontre PQ, on obtient 

P/w Q/w 

Si maintenant on compare cette équation qui détermine 
le point m'', à ceHe qui a été établie tout à Theure pour le 
point m', on en conclut que 

P/w' __ Pw" 
QnP~ Q^* 

Ce qui prouve que les deux points m\ nJ' coïncident. 
Donc les deux tangentes Ma', Na'' se coupent sur la droite 
PQ. 

Donc, etc. 
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Purisme CCXX. ^- Si sur les rayons menés d'un point 

f^ O aux différents points M d'une droite 
L, on construit des triangles OMm sem- 
blables à un triangle donné : leurs som- 
mets m seront sur une droite donnée de 
position. 

En effet, Tangle en O de chaque 
triangle OMm est de grandeur donnée A, et chaque côté 
Om est dans un rapport donné avec le côté OM. Il s'ensuit 
que si, autour du point O» on fait tourner toi^s les côtés 
0/71, d'une même quanlité angulaire égale à îl, pour les 
amener en Om' sur les côtés OM, les points m' seront sur 
une droite L' parallèle à la droite L^ puisque le rapport 
de OM à Om' sera constant. Or les côtés Om ont tourné 
de l'angle II en conservant leurs inclinaisons respectives, 
et comme une figure de forme constante ; donc le lieu des 
points m est une droite qui est venue s'appliquer sur la 
droite L'. Cette droite fait avec celle-ci un angle égal à 
Tangle XI*, et sa distance au point O est à la distance de .la 
droite L à ce point^ dans le rapport connu des côtés Om, 
OM. • 

Ainsi le Porîsme est démontré. 

Remarque» Cette question est comprise dans T énoncé 
général suivant, par lequel Pappus résume en grande par- 
tie, selon ce qu'il nous apprend, les Propositions du pre- 
mier Livre des lieux plans d'Apollonius. 

Si par un même point^ ou par deux points différents, on 
mène deux droites gui soient coïncidentes ou parallèles, 
ou gui fassent entre elles un angle donné, ef que ces 
droites soient dans un rapport donnée où bien quelles 
comprennent un espace donné : lorsque l'extrémité de 
la première droite sera sur un lieu plan [une droite ou 
un cercle) donné de position, l'extrémité de la seconde 
droite sera aussi sur un autre lieu plan donné de position, 
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qui sera tantôt du même genre que le premier, et tantôt de 
genre différent j tantôt placé semblablement au premier, 
pa^ rapport à la droite (qui joint les deux points) , et 
tantôt placé différemment» Ces divers résultats dépendront 
des différences des hypothèses, 

Simson a développe cet énoncé général dans son Traité 
des Lieux plans d'Apollonius, et il en a fait le sujet de seize 
Propositions (lY-XIX). Ce nombre peut paraître, de nos 
jours, considérable. Cependant il est à croire, d'après les 
expressions de Pappus, et le grand nombre (cent quarante- 
sept) des Propositions des deux Livres des lieux plans , 
qu'Apollonius en avait employé bien plus de seize pour 
exposer avec sa rigueur babituelle toutes les circonstances 
résumées dans cet énoncé. 



( ^^3 ) 



OMISSION. 



XXIIP Genre. (Voir p. 239.) 

PoRisME CXXXVI bis, — Des cercles passent par un 

même point Q, et dun point donné 

P on mène une tangente à chaque 

cercle^ puis on prend sur PQ un 

segmenta m. égal à cette tangente, 

et le point m' milieu de la corde 

Qn que le cercle intercepte sur PQ : le carré de V m est à 

r abscisse mm' dans un rapport donné. 

Ce rapport est aPQ; de sorte qu'on a 




^, = 2PQ. 



mm 



En effet, puisque Pm e^t égal à la tangente menée du 
point P, on a 

P7JI'= PQ.Pw = (Pm' 4- m'Q) (Pm' — m'Q) 

= PW ' — Q7^'5 
ou 



Pm' =Pm -f-Qm' -, 

Or, d'après le Lemme XXII (proposition 142, dans la- 
quelle les lettres A, C, D, B correspondent à P, m, m', Q), 
on conclut de cette équation, que 

mm' ^ 

c. Q. F. D. 

Si le cercle auquel on mène la tangente rencontrait le 
prolongement de PQ, auquel cas le point m' serait aussi sur 

21. 
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ce proloiigement, c'esl-à-dire au delà du point Q, ainsi que 
le point m, ce serait le Leùime XXIV que l'on invoque- 
rait. Dans ce Lemme (proposition i5o) ce sont les lettres 
A, Dj B, C qui correspondent à P, m, ni^ Q (i). 



(i) On peut penser qu'il y a eu, dans le texte de Pappus, transposition des 
Lemmes XXIII et XXIV, et que ce dernier devrait suivre immédiatement le 
XXII® ; d*autant plus qu'alors les deux Lemmes XXIII et XXV qui expri- 
ment aussi une même proposition dans deux états différents de la figure, se 
trouveraient Tun à la suite de Tautre, comme cela semble naturel; et il en 
est effectivement ainsi des deux Lemmes XXVI et XXVII qui expriment 
de même une seule proposition. 



ERRATA. 



Page 63, ligne 3; après ces mots : à tous les points de la circonférence, 
ajoutez : ou de certaines parties de la circonférence. 

Page 66, ligne 3 en remontant; au lieu de ces mots '. n'ont pour la plupart, 
les deux premiers notamment, lises: n'ont pour la plupart, sauf le troi- 
sième qui se représente souvent. 

Page 67, ligne q'; après ces mots ; les dix cas de la proposition des quatre 
droites; ajoutée : ou du moins une partie de ces dix cas, 

Page Qi5, à la suite du Corollaire ; ajoutez ce qui suit : 

Observation. La première partie du Porisme précédent est le Lemme XXIII 
du I®' Livre des Principes mathématiques de la Philosophie naturel le , de 
Newton ; et il n'est pas hors de propos de remarquer ici que l'illustre auteur 
énonce cette proposition sous la forme même des Porismes, en ces termes : 

Lemma XXIII. — Si rectœ duœ positione datas AG, BD ad data puncta A, B 
terminentur, datamquv haheant rationem ad ini'icem, et recta CD, qua puncta 
indelcrminata C, D jungunlur, seceiur in ratione data in K : dico quodpunc- 
tum K locabuur in rectçi positione data. 

Page 2^3, ligne 14 ; «a Heu de VIIÏ® Genre; lisez : IX* Genre. 

Page 233, avant-dernière ligne; au lieu ds /' , lisez : ^. ' -.,, - 

A Li . BLi AL . Bv.i 



FIN. 



